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1. அச்சு தூரங்கள் 


சமதளத்தில் பொதுவாக 

ஒரு புள்ளியின் நிலை 

ஒன்றுக் 
கொன்று செங்குத்தான கேர்கோடுகளைப் பொருத்து 
அமையும் அச்சுத் தூரங்களால் கணிக்கப்படுகிறது . முப்பரி 
மாண வெளியில் ஒரு புள்ளியின் நிலை , மூன்று அச்சுத் தூரங் 
களால் நிர்ணயமாகிறது . அது எப்படி என்பதை இங்குச் சற்று 
ஆராய்வோம் . 
1.1 . முப்பரிமாண வெளியில் ஒரு புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் 

ஒரு சமதளத்தில் அமையாத X OX , Y OY, Z OZ என்ற 
ஒன்றற்கொன்று செங்குத்தான மூன்று நேர் கோடு -ளை எடுத்துக் 
கொள்ளலாம் . அல்லது ஒரு சமதளத்தில் X OX , Y OY எனறு 
0 புள்ளியின்வழியாகச் செல்லும் , ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான 


| Z 


10 


| B 


AL 


M 


1x | 


படம் . 
இரு நேர்கோடுகளை எடுத்துக்கொள்ளலாம் , அந்தச் சமதளத் 
திற்கு , அதாவது XOY சமதளத்திற்கு செங்குத்தாக 0 - ன் 
வழியாக செல்லும் ZOZ என்ற நேர்கோட்டை எடுத்துக் 
கொள்க . இந்த மூன்று நேர்கோடுகளை அச்சுகளாகக் கொள் 
வோம் . ஏதாவது ஒரு புள்ளி P- ஐ எடுக்க , P- ன் வழியாக 
YOZ , ZOX , XOY என்ற சமதளங்களுக்கு இணையாக மூன்று 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
சமதளங்கள் வரைக . அவை அச்சுகளை A , B, C என்ற புள்ளி 
களில் சந்திக்கும் . அப்படியானால் OA = x , OB = y , Oc = z . 
x , y , z என்ற மதிப்புகள் , P- ன் அச்சுத் தூரங்களாகும் . 


இந்த மதிப்புகள் மிகை மதிப்புகளாகவோ அல்லது குறை 
மதிப்புகளாகவோ இருக்கலாம் . மிகையாக அமைந்தால் , அச்சுக் 
களின் நேர்த்திசையில் அளக்கப்பட்டிருக்கிறது என்று கொள்ள 
லாம் . குறைவாக அமைந்தால் , அச்சுகளின் எதிர்த்திசையில் 
அளக்கப்பட்டிருக்கிறது . OA = x , AM =y, MP = z ஆல் குறிக் 
கப்படும் . 


( x , y , z) என்ற அச்சு தூரங்கள் கொண்ட புள்ளியைக் கண்டு 
பிடிக்க : Ox, OY , OZ என்ற அச்சுகளில் OA = x, OB =y, 
OC = z என்று அமையுமாறு A, B, C என்ற புள்ளிகளைக் 
குறித்துக்கொள்க . இந்த மூன்று புள்ளிகளின் வழியாக YOZ , 
ZOX , XOY என்ற சமதளங்களுக்கு இணையாக மூன்று 
சம தளங்கள் வரைக . இந்த மூன்று சமதளங்கள் சந்திக்கும் 
புள்ளியே நமக்குத் தேவையானது . 


பிரிக்கிறது . 


குறிப்பு : இந்த மூன்று OB என்பது OP- யின் வீச்சம் எனக் 
காண்க . சமதளங்கள் முப்பரிமாண வெளியை எட்டுப் பகுதி 
களாகப் 

இந்தப் பகுதிகளுக்கு அரைக்கால் 
கோளங்கள் என்று பெயர். எந்த அரைக்கால் 

கோளத்தில் 
புள்ளி இருக்கிறதோ , அதற்குத் தகுந்தபடி புள்ளியின் அச்சுத் 
தூரங்களின் குறி அமையும் . 


கீழ்க்கண்ட பட்டியல் எட்டு அரைக்கால் கோளங்களின் 
அடையாளங்களைக் காட்டும் . 


அரைக் | 
கால் 

0xyz 
கோளம் 


ox yz | ox y z oxy z | oxyz | ox yz ox yz oxy z 


KI 
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-- 
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-- 
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அச்சு தூரங்கள் 


பயிற்சி 1 
1. ZOX சமதளத்தில் உள்ள புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் 
x , y, z என்றால் y = 0 என்று காண்பி . 


2. (i) y = 0 , z = 0 ( ii) z = 0 = x ( iii) * = 0 = y ( iv ) y = b . 
z = c (v ) z = c, x = a ( vi ) x = a, y = b என்று அமையும் புள்ளி 
யின் நியமப்பாதை என்ன ? 


3. ( x, y, z ) P ன் அச்சு தூரங்கள் . *- அச்சு , --அச்சு, 
z-அச்சு இவைகளுடன் OP உண்டாக்கும் கோணங்களின் 
அளவுகள் d . B , 7 ஆகிறது . அப்படியானால் 


Cos d 


* 


, Cos B 


Cos y 


= 


2 என்று காண்பி . 


( இங்கு Y = 0P ] 


4. ( i ) ஒரு புள்ளியின் X அச்சு தூரம் 3. ( ii) ஒரு புள்ளியின் 
3 அச்சு தூரம் 2 , y அச்சு தூரம் -4 என்றால் புள்ளியின் நியமப் 
பாதை என்ன ? 


1.2 . இரண்டு புள்ளிகளுக்கு இடையே உள்ள தூரம் 

இரண்டு புள்ளிகள் P , Q. இவற்றின் அச்சுதூரங்கள் 
முறையே , 
( x1 yr z ] ) (x , y , z , ) என் 

கொள்க. 


Z 


- 


படம் 


PQ என்ற இரண்டு புள்ளிகளின் வழியே YOZ , ZOX , 
XOY என்ற அச்சு சமதளங்களுக்கு இணையாக தலா மூன்று 


4 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
சமதளங்கள் வரைக . இந்த ஆறு சமதளங்களும் P Q ஐ மூலை 
விட்டமாகக்கொண்ட ஓர் இணைகரத் மாக ( Parallelopiped ) . 
அமையும் . 

APCM , NB ZQ ; Z CPB , QNAM ; 


திண்ம 


BNAP , ZQMC இவைகள் இணைகரத் திண்மத்தின் மூன்று 
ஜோடி இணை முகங்களாகும் . 


LANQ = ஒரு செங்கோணம் . 

ஆதலால் AQ " AN2 + NQ 
PA என்ற நேர்கோடு NAMQ என்ற சமதளத்திற்கு செங்குத் 
தாகிறது . இந்த சமதளத்தில் AQ என்ற நேர்கோடு அமைவதால் 

AQ.17 PA 
ஆதலால் , PQ3 = PAL + AQ 

= PAL + AN- + NQL 


ஆனால் PQ என்ற புள்ளிகளின் வழியாக சமதளம் / YOZ 
-க்கு இணையாக வரையப்பட்ட PBCL , AMQN என்ற சமதளங் 
களுக்கு இடையேயுள்ள தூரமாக PA அமைகிறது . 

ஆதலால் PA = Y ; - Y4 + 
அதுபோல் AN = xx - x1 

N ) = 2 ? - 71 
PQ = { x, -x ) + ( y , -y1 ) " 

+ ( z2-21 ) 


எனவே 


ஆகவே (x1 y1 2 ] ) ( x , y , z , ) என்ற அச்சுத் தூரங்கள் 
கொண்ட இரண்டு புள்ளிகளுக்கிடையே உள்ள தூரம் 

+ Nx, x 2 + { y , -y1 } + (z , -z| 

( 31 - x ; } + (y1 - y, ) + \ zi - z , ) 
குறிப்பு : ஆதியிலிருந்து தூரம் : புள்ளி P ஆதியுடன் 
இணைந்தால் 

31 - y 1 = z = 0 
எனவே CQL := x , + y , + z ? 


அச்சு தூரங்கள் 
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பயிற்சி 2 
1. (0, 7 , 10) , ( -1 , 6,6, ), ( -4 , 9 , 6 ) என்ற புள்ளிகள் ஓர் 
இரு சமபக்க நேர்கோண முக்கோணத்தின் உச்சிகள் 
காண்பி . 


என்று 


2. ( -2, 3 , 5 ) ( 1 , 2 , 3 ) , ( 7, 0-1 ) என்ற புள்ளிகள் ஒரு நேர் 
கோட்டில் அமையும் என்று நிரூபி . 


3. (a, 0, 0 ) , ( 0, b, 0 ) , ( 0, 0 , c) 10 , 0, 0 ) என்ற நான்கு புள்ளி 
களுக்கு சம தூரத்தில்உள்ள புள்ளியின் அச்சு தூரங்களைக் கண்டு 
பிடி . 


4. ( 2, 5 , -3) ( 3 , 7,-5 ) ( 4, 3 , 3 ) 

என்ற 

புள்ளிகளை 
உச்சிகளாகக் கொண்ட ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் 
நீளங்களைக் கண்டுபிடி, 


5. ஆதியையும் (2, 1 , -2 ) (3 , 4 , 5 ) என்ற இரு புள்ளிகளை 
யும் உச்சிகளாக்கநொண்ட முககோணம் ஒரு செங்கோண முக் 
கோணம் என்று நிரூபி. 


6. ( 1 , 2 , 3 ) ( 3 , 2, -1 ) 

என்ற 

புள்ளிகளிலிருந்து 
( x , y, z} என்ற புள்ளி சமதூரத்தில் இருந்தால், x - 2z = 0 என்று 
காண்பி. 


7. ( 2 , 6, 3 ) ( 3 , 2 , 2 ) ( 0 , 5, 4 ) ( 1 , 1 , 3 ) என்ற புள்ளிகளை 
உச்சிகளாகக்கொண்ட ஒரு நாற்கரம் , இணை கரமாக அமையும் 
என்று நிரூபி . 


1. 3. இரண்டு புள்ளிகளை இணைக்கும் நேர்கோட்டைப் பிரித்தல் 

P (x | Y1 Z ] ) Q [x , y , z , ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர் 
கோட்டை k : ! -என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளியின் அச்சு 
தூரங்களைக் கண்டுபிடிக்க . 


PQ . ஐ , k : 1 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி R ( x1 y ] z ) 
என்று கொள்க .) 

XOY சமதளத்திற்கு செங்குத்தாக PL, QN , RN என்ற 
நேர்கோடுகள் : வரைக , நேர்கோடுகள் PL, QN , RN ஒரு சம 
தளத்தில் அமைவதைக் காண்க . இந்தச் சம தளத்தில் LMN நேர் 
கோட்டுக்கு இணையாக , R புள்ளியின் வழியாக ஒரு நேர்கோடு 
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வரைக . இந்த நேர்கோடு PL- ஐ H என்ற புள்ளியிலும் MK- ஐ . K 
என்ற புள்ளியிலும் வெட்டட்டும் . HPR, ORK என்ற முக் 
கோணங்கள் 

வொத்தவையாக அமைகின்றன . 


வடி 


ஆதலால் , 


N W 


படம் - 3 


k 
1 


= PR 
RQ 


= PH 

KQ 
= ZH - LP 
MQ - MK 


= NR.--- LP 

MQ - NR 


= z- 71 


22 - Z 


எனவே , z = kz , + Iz ] 

k + 


அதுபோல் ZOX, YOZ என்ற சமதளங்களுக்கு நேர் குத்துக் 
கோடுகள் வரைந்து , 

y = kyz + lyr 

k + l 


x = kx ; + x என்று காண்பிக்கலாம் 

k + 


அச்சு தூரங்கள் 

7 
ஆதலின் (x ) Y | Zy ) ( xy y , z, ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
நேர்கோட்டை k : ! என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளிகளின் 
அச்சு தூரங்கள் , 

kya + ly , kzs + lz ) 
k + k +l 

k + 
என்று ஆகும் . 


குறிப்பு : 1. R, P Q-ன் நடுப் புள்ளியானால் , 

K : 1 = 1 : 1 எனவே , 


x = 


x1 + x2 ) 

2 


1,2 , 


, z = 


24 , 


பயிற்சி 3 


1. ( 2 , 4, 5 ) , ( 3 , 5, -4 ) ஆகிய புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர் 
கோட்டை , YOZ சமதளம் என்ன விகிதத்தில் பிரிக்கிறது என்று 
கண்டுபிடி. 


2. ( -3 , 4-8 ) , ( 5 , -6 , 4 ) ஆகிய புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர் 
கோட்டை , XOY சம தளம் என்ன விகிதத்தில் பிரிக்கிறது என்று 
கண்டுபிடி ? மேலும் , இந்த நேர்கோடு அந்தச் சமதளத்தைச் 
சந்திக்கும் புள்ளியைக் கண்டுபிடி, 


3. A ( 4, 8. 12 ). B ( 2 , 4 , 6 ) , C ( 3 , 5 , 4) , D ( 5 , 8 , 5) 
என்பது நான்த புள்ளிகள் , AB, CD என்ற நேர்கோடுகள் சந்திக் 
கும் என்று காண்பி. 


4. (x1Y1z1 ) ( x , y , zg ) { xs yg z, ) என்ற மூன்று புள்ளிகள் 
நிர்ணயிக்கும் சமதளத்திலுள்ள எந்தப் புள்ளியின் அச்சு தூரங் 
களும் , 


ly : + my2 + hys 

1 + m + n 


lx + mxg + nxs 

I + m + 1 
Izı + mz, + nzg 

I + m + n 


என்று இருக்குமென நிரூபி. 


5. ( 1 , 3, 4) (5, -2, 1 ) ( 2, 3, - 4) என்ற புள்ளிகளை 
களை முனைகளாகக்கொண்ட முக்கோணத்தின் திணிவு மையத் 
தைக் கண்டுபிடி . 
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என்ற 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
6. A { 2 , 3 , 4 ) 

B ( -6 , -5 , 8) C (-1,0, 1 ) 
மூன்று புள்ளிகள் ஒரு நேர்கோட்டில் அமைகின்றன , AB- ஐ G 
பிரிக்கும் விகிதத்தைக் காண்க . 

7. D (x , y , z) என்ற புள்ளி A ( 0, 0, 0 ) B. ( 3, -4 , 4 ) 
C { 7,1 , 4 ) என்ற புள்ளிகளுடன் சமதளத்தில் இருக்கிறது . ABCD 
ஓர் இணைகர மானால் , D- ன் அச்சுதூரங்களைக் கண்டுபிடி . 


8. A ( x y : 21 ) B ( x , y, z } ) C (xg ys zs ) D ( x4, 14 z4 ) 
என்ற நான்கு புள்ளிகள் ஒரு சரிவகத்தின் முனைகள் . BCD முக் 
கோணத்தின் திணிவுமையம் A ன் அச்சு தூரங்கள், 
c + as + 4 

, +24 

என்று நிரூபி . 
3 

3 
CDA, DAB, ABC முக் கோணங்களின் திணிவு மையங்கள் 
B , C , D என்றால் , AA , BB , CC , DD -என்ற நேர்கோடுகள் 
ஒன்றை ஒன்று 3 : 1 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கிறது என்று 
காண்பி . 


9. ஒரு புள்ளியை ஆதியாக எடுத்துக்கொண்டால் , ஏதாவது 
மூன்று புள்ளிகளின் அச்சு தூரங்கள் ( a,b,o, ) ( a , 0, c) (0 , b , c) 
என்று கொள்ளலாமென்று நிரூபி . 


10. ( --2 , 4 , 7 ) ( 3 , - 5, 8) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும். நோ 
கோட்டை அச்சு சமதளங்கள் பிரிக்கும் விகிதங்களை கண்டுபிடி .. 


11. ( --- 2 , 2 , 3 ) என்பது A என்ற புள்ளி. ( 13 , -3,13 ) என்பது 
B என்ற புள்ளி, 3 PA = PB என்ற கட்டுப்பாட்டிற்கு ஏற்ப , P நகரு 
கிறது . P- ன் நியமப்பாதை 


கோளம் 


2 * +y * +2 +288 - 12y + 102-247 = 0 என்ற 
என்று நிரூபி . 


இந்தக் கோளம் AB-ஐ 2 : 3 விகிதத்தில் உள்ளேயும் வெளியே 
யும் பிரிக்கிறது என்று சரி பார் . 


12 . T + y + 2 = 4 என்ற கோளத்தைச் சந்திக்க ( 1 , -2, 3 ) 
என்ற புள்ளியின் வழியாக நேர்கோடுகள் வரையப்படுகின்றன . 
இந்த நேர்க்கோடுகள் 2 : 3 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கப்படுகின் 
றன , இப்படிப் பிரிக்கும் புள்ளிகள் 50 - 5y " +52 -61 + 12y 
182 + 22 + 0 என்ற கோளத்தின் மேற்பரப்பில் அமைகிறது என்று 
காண்பி . 
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1.4 . இரண்டு கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள கோணம் 


இந்த இரண்டு கோடுகளும் ஒரே சமதளத்தில் இருந்தால், அவை 
களுக்கு இடையேயுள்ள கோணம் என்னவென்று நமக்குத் தெரி 
யும் , ஆனால் , அந்தக் கோடுகள் ஒரு சமதளத்தில் அமையவில்லை 
என்றால் , அந்தக் கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள கோணமானது 
ஒரு புள்ளியின்வழியாக , அந்தக்சோடுகளுக்கு இணையாகவரையப் 
படும் கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணமேயாகும் , 


திசை கொசைன்கள் : கொடுக்கப்பட்ட நேர்க்கோடு , X OX , 
Y OY , Z OZ என்ற அச்சுகளின் நேர் திசைகளுடன் d , B , Y 
என்ற கோணங்களை உண்டாக்குமேயானால் , அந்தநேர்க்கோட்டின் 
திசை கொசைன்கள் cos d , cos B. cos Y எனப்படும் . 


Z|| 


Y 


MM 


41 . 


|Iz 


படம் - 4 


ஆதி 0 - ன் வழியாகச் செல்லும் A OA என்ற நேர் கோட்டி 
னுடையது . திசைக் கொசைன்கன் 

cos d , cos B , cos Y எனக் 
கொள்க . A OA இன் மேல் P {x , y , s) என்ற புள்ளியை எடுத் 
துக்கொள் . OP = Y. XOY சமதளத்துக்குச் செங்குத்தாக PN 
என்ற நேர்கோடு வரை . சமதளம் XOY- ல் OX- க்குச் செங்குத் 
தாக NM என்ற நேர்கோடு வரைக . அப்படியானால் OM = x , 
MN = y , NP = 3 என்று ஆகும் . OM என்பது 0X- ன் மேல் 
OP- ன் வீச்சாகும் . 


ஆதலால் , 


X = Y cos d 
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அதேபோல் 


y = Y cos B 
* = Y cos Y 


இவைகளின் வர்க்கங்களைக் கூட்ட , 

x + y + 2 = Y (cos + cos " B + cos " Y ) ஆகும். 
x + y + 2 = Y * ஆதலின் , 
s" d + cose B + cos Y = 1 ஆகும் . 


cos " . 


வேறுவழி 


எந்த ஒரு நேர்கோட்டின் மேல் OP- ன் வீச்சு , அக் கோட்டின் 
மேல் OM, MN , NP என்பவைகளின் விச்சுக்களின் கூட்டுத் 
தொகையாகும் . ஆதலின் 

OP- ன் 

மேல் வீச்சை எடுத்துக் 
கொண்டால் , 

Y = x cos d + y cos B + e cos Y 
ஆனால் , 

x = Y cos d 
y = Y cos B 

2 = Y cos Y 
ஆகையால் 

1 = cosed + cos B + cos Y 
cosc + cos" B + cos Y = 1 . 


கிளைத் தேற்றம் 1 . 


COS of 


cos B 


Y 


Y 


2 


cos Y = 


ஆதலின் 


* + y + 


கிளைத் தேற்றம் 2. ஆதி 0- ன் வழியாகச் செல்லும் நேர் 
கோட்டின் திசை கொசைன்கள் cos d cns B , cos Y என்றால் , 


Z 


Y 


CCS cos B COS Y 
( x , y , z ) என்பது அந்தக் போட்டின் மேல் உள்ள ஏதாவது ஒரு 
புள்ளியின் அச்சு தூரங்களாகும் . Y என்பது அந்தப் புள்ளி 
ஆதியிலிருந்து உள்ள தூரமாகும் . 


அச்சு தூரங்கள் 


ஆகவே , ஆதிவழிச் செல்லும் ஒரு கோட்டின் மீதுள்ள 
ஏதாவது ஒரு புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் Y con d. Ycos B 
Y cos Y எனக்கொள்ளலாம் . 


கிளைத்தேற்றம் 3 . cos d , cos 3 , cos Y என்ற திசை 
கொசைன்களுடைய (xt y z ) என்ற புள்ளியின் வழியாக செல்லும் 
நேர்கோட்டின்மேல் உள்ள ஏதாவதொரு புள்ளியின் அச்சு 
தூரங்கள் ( x , y, z ) என்றால் , 
X - y1 y - y1 

z - Z1 

tas 
cos 

cos B 


மாதிரி கணக்குகள் 


1 . 


நிலை அச்சுகளுக்குச் சமமாக சாய்ந்திருக்கும் நேர்க்கோடு 
களின் திசை கொசைன் கள் யாவை ? அப்படிப்பட்ட 
கோடுகள் எத்தனை ? 


2 .. 


P என்ற புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் (3 , 12 , 4) OP 
என்ற கோட்டின் திசை கொசைன்களைக் கண்டுபிடி . 


3 . 


இரண்டு கோடுகளின் திசை கொசைன்கள் 

I +m + n = 0 
2lm + 2mn - nl = 0 


என்ற இரு சமன்பாடுகளைச் சரிசெய்கிறது.அப்படியானால் 
அந்தத் திசை கொசைன்களைக் கண்டுபிடி . 


cos d , cos B, cos Y என்பவை ஒரு கோட்டின் திசை 
கொசைன் களானால், 

sin d + sin B + sin Y = 2 என்று நிரூபி . 


5. (x1 , 1 | > z1 ) (xg , y9 , z, ) என்பவை இரு புள்ளிகள் PQ- ன் 

அச்சு தூரங்களானால், 1 , m , n என்ற திசை கொசைன் 
களுடைய 

நேர்கோட்டின்மேல் PQ ன் வீச்சு 
I ( x; x1 ) + m ( y : -y1 ) + n ( zg - 21 ) என்று நிரூபி . 


- 


6. அச்சுக்களின் மேல் ஒரு கோட்டின் வீச்சுகள் 2, 3 , 6 

அப்படியானால் அந்த கோட்டின் நீளம் என்ன ? 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
குறிப்பு b, என்பவை 

கோட்டின் திசை 
கொசைன்களுக்கு விகித சமமானால் , 


C 


cos a 


COS Y 


cos B 

b 


a 


C 


V cos " d + cos B + cosY 
Va + b * + c 

+ - 1 
Va + b ° + c 


a 


T 


- + 


. 


Va + b + c" 


C 


+ 


cos.d = 

cos B 
a + b + c " 
cos Y = + 

Va* + b * + c " 
OP- ன் திசை கொசைன்கள் 

5 
Va + b + c Va + b + c " 
PO- ன் திசை கொசைன்கள் 

b 
Va + be + c " Va + b + c 


. 


++ 


Va + b + 


= 
V + G - 


a 


C 


Var- + b + c 


இரண்டு கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள கோணம் 

[ திசை கொ சைன்கள் மூலமாக ) 


OP , OQ என்ற நேர்கோடுகளின் திசை கொசைன்கள் cos c!. 
cos B , cos Y ; cos o , cos B , cos Y என்று கொள்க . 

00 உடன் OP உண்டாக்கும் கோணம் Q என்று கொள்க . 


( x , y, z) என்பவை P- ன் அச்சுத் தூரங்கள் . 
OP = Y என்க. 


OQ ன் மேல் , OP, OM, MN, NP என்பவைகளின் வீச்சுக் 
களை கண்டுபிடி . 


OP- ன் வீச்சு OM, MN , NP என்பவைகளின் வீச்சுக்களின் 
கூட்டுத் தொகைக்குச் சமம். ஆதலால் , 


Y cose = x cos d + y cos B + z cosY 
ஆனால் x = Ycos d , y = Y cos B 

z = Y cos Y 


0 


அச்சு தூரங்கள் 
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ஆகையால், 

cos e = cos dd cos d cos B cos B 

+ cos Y cos Y ) 
கிளைத் தேற்றம் 1 : லக்சான்ஜின் சர்வ சமமானது 

(1" + m + n ) (12 + m + n ) - (Il + mm + nn ) " 
= ( mn - m n) " + (nl -n !j? + (Im - I m ) " என்று ஆகும் . 
1 = cos c 

m = cos B n = cos Y 
I = cos d m = cos B | n = cos Y 

cos + cos B + cos " Y - 1 
con d + cos B + cos " Y = 1 


எனவே, 
sin ? 

= 1 - cos " 6 
= [ cos " d + cos B + cos " Y ] [ cos " ! + cos " 

B + cost Y ] - [ cos d cosd + cos B cos B + 
cos Y cosY ) 
= ( cos B cos Y - cos B cos Y )" 
+ ( cos Y cos d - cosY cos d ) 

+ (cos d cos B - cos d cos B ) 
கிளைத் தேற்றம் 2 : 

a , b, c ; a , b , c என்பவை இரு நேர்கோடுகளின் திசைக் 
கொசைன்களுக்கு விகித சமமானால், 

aa + bb + cc 
cos G = 

Va + b + c Va + b ° + c " 
sin g = + 

| (bc b c) + ( ca - c a ) + (ab -a b ) 

Va + b + c Va + 5 " + c 
[ 8 என்பது அந்த கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தின 
அளவு . ) 


கிளைத் தேற்றம் 3 : 

அந்தக் கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம் நேர் 
மானால், 


Goor 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
cos / cos d1 + cos B cos B1 + cos Y cos Y1 = 0 

அல்லது 
aa + bb + cc = 0 . 


கிளைத் தேற்றம் 4 : 

அந்தக் கோடுகள் ஒன்றுச் கொன்று இணையானால் : 
cos B cos Y - cos B cos Y = 0 
cos Y cos d - cos { cos Y = 0 
cos d cosB - cosd coss = 0 
எனவே , cos d = cos d , cos B = coss 
cos Y = cos Y . 

b 
ay b . பே 


a 


C 


அல்லது 


பயிற்சி 4 


1. PQ-ன் அச்சு தூரங்கள் ( 2 , 3 , -6 ) ( 3 , -4 , 5 ) 
ஆனால் , 0Q உடன் OP உண்டாக்கும் கோணத்தைக் கண்டுபிடி . 


2. மூன்று 

கோடுகளின் திசை கொசைன்கள் ( 2 , 1 , 1 ) 
( 4, 13-1 , - 13-1 ) ( 4 ,-3-1 , 13-1 ) என்பவைகளுக்கு 
விகித சமமாக அமைகிறது . அப்படியானால் , ஒன்றுக்கொன்று 
இடையேயுள்ள கோணங்களின மதிப்புகள் 1/3 என்று நிரூபி . 


மூலைவிட்டங்களிடையேயுள்ள 


3 . கனசதுரத்தின் இரு 
கோணத்தைக் கண்டுபிடி . 


4 . கன சதுரத்தின் நான்கு மூலைவிட்டங்களுடன் ஒரு நேர் 
கோடு d , B , Y , 8 என்ற கோணங்களை உண்டாக்குகிறது . 
அப்படியானால் , 
ccs s + cos " B + cos Y + cos = 4/3 என் 

று நிரூபி . 


5. 0 -ன் வழியாக வரையப்படும் மூன்று கோடுகளின் 
திசை கொசைன்கள் ( 1 , -1 , 1 ) ( 2,-3 , 0) ( 1,0, 3) என்பவை 
களுக்கு விகித சமமானால் அந்த மூன்று கோடுகளும் ஒரு 
தளத்தில் அமையும் என்று நிரூபி . 


சம் 


அச்சு தூரங்கள் 
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ஒரு நேர்க்கோட்டிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் தூரம் 

cos c , cos B. cos Y என்பவை திசை கொசைன்களாகவும் 
A {a, b, c ) என்ற புள்ளியின் வழியாகவும் செல்லும் நேர்கோட்டி 
லிருந்து P (x y z ) என்ற புள்ளியின் தூரத்தைக் கண்டுபிடிக்க , 


P.லிருந்து நேர்கோட்டுக்கு PN என்ற நேர் குத்துக்கோடு 
வரை , PN = 8 என்று கொள்க . AN , அந்தக் கோட்டின்மேல் 
AP யின் வீச்சாகும் . 
ஆதலால் , 

AN = ( x - a ) cosd + (y - b) cos B 

+ (z -c) cos Y. 
ஆனால் , 

PN = AP - AN 
ஆகையால் , 

[ [ x - a)" + ( y _b} + (z - c ) ] 
[ {x - a) cosed + (y -b ) cos B + {z -c) cos Y] 
[ ( x - a ) + ( y - b )" + { z - c ) ] [ cosd + eos B + 

cogPy ] 
- [ [ x - a ) costl + { y - b) cos B + (z -c) cos Y ] 

[ ( y -- b ) cosY- ( z -c ) cos B ] ? 
+ [( z - c ) cosc- ( x - a ) cos Y] * 
+ [ [ x - a ) coss- ( y - b ) cosa ) ? 


கிளைத் தேற்றம் 
P என்ற புள்ளி அந்தக் கோட்டின்மேல் அமையுமானால் = 0 
x - a 

z - c 
cos a cos B 


y - 5 


COS Y 


பயிற்சி 5 
1. ( 3 , 4, 5) என்ற புள்ளியின்வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு 
[திசை கொசைன்கள் 2, -3, 6 என்பவைகளுக்கு விகித சமமாக 
அமையும் ) ( -1, 2, 5 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து எவ்வளவு தூரம் 
என்று கண்டுபிடி , 
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முப்பரிமாணப் பதமுறை வடிவ கணிதம் 


2. ( 2, -3,5 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு 
அச்சுகளுடன் சமகோணங்களை அமைத்தால் , அந்த நேர்கோடு 
( 1 , -2 , 3 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து எவ்வளவு தூரத்தில் அமை 
கிறது என்று கண்டுபிடி . 


திசை விகிதங்கள் 

PQ என்ற ஒரு நேர்கோட்டை எடுத்துக் கொள்க . அதே 
திசையில் ஆதி 0 - ன் வழியாக PQ இணையாக , OL என்ற நேர் 
கோடு வரைக . OL = 1 அலகு , L- ன் அச்சு தூரங்கள் PQ- ன் 
திசையைப் பொருத்தது L- ன் அச்சு தூரங்கள் PQ ன் திசை 
விகிதங்களாகும் , 

நிலை அச்சுகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக அமைந்தால் 
திசை விகிதங்களும் , திசை கொசைன்களும் ஒன்றே . 

தேற்றம் A OA என்ற நேர்கோட்டில் P ( x , y , z) என்ற 
புள்ளியிருந்தால் , [ A OA- ன் திசை விகிதங்கள் 1 , m , n என்றும் 
கொள்க . ) 


y ! 


Iz ! 
படம் . 5 


Z 


. 


[ Y = OP ] . 


Y 


படத்த லிருந்து 


OP OM 
OL = OH 


X 


Y 
1 


= 


T 


ஆகையால் , 


* = Y 


அச்சு தூரங்கள் 
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அதுபோல் , 


|| 


m 


X 


m 


1 ) 


கிளைத் தேற்றம் 1 : 

[ x , y , z ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர் 
கோட்டில் ( x , y , z ) என்ற புள்ளி இருந்தால் , 


m 


2 


கிளைத் தேற்றம் 2 : 

P , Q என்ற இரு புள்ளிகளின் அச்சுதூரங்கள் ( x , y , zy } 
( x , y ,, z ; } , PQ- ன் நீளம் Y அலகுகள் என்று இருந்தால் PQ- ன் 
திசை விகிதங்கள் 

X. - XI , Y2 - y1 , 21-71 
Y Y 

Y 


- 


பின் குறிப்பு 

வீச்சு ( Projection ) 
ஒரு துண்டின் வீச்சு : 

AB என்பது கொடுக்கப்பட்ட துண்டு. கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
XY என்ற நேர்கோட்டின்மேல் A, B என்ற புள்ளிகளிலிருந்து 
நேர்குத்துக் கோடுகள் வரைக . A , B என்ற புள்ளிகள் இந்தக் 
குத்துக்கோடுகளின் அடிகளாகட்டும் . அப்படியானால் XY- ன் 
மேல் AB- ன் வீச்சு A B ஆகும் . 


al 


A 


P 


be 


X 


49 
0 


படம் .6 


AB என்ற துண்டு MN என்ற நேர்கோட்டில் அமைந்து , 
MN , XY உடன் 8 என்ற கோணம் உண்டாக்கினால் வீச்சின் 
அளவை AB. Cos 9 என்று ஆகும் . 

2 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
MN என்ற கோட்டிற்கு இணையாக 0Q வரைக . 0Q- ன் 
மேல் AB-க்குச் சமமாகவும் அதே திசையிலும் OP வரைக. 


AB- ன் வீச்சு = OP- ன் வீச்சு 


= OP cosg 


- AB cos ) 


AA 


B 


O 


8 


9 


படம் 7 


AB எதிராக அமைந்தால் BA- ன் வீச்சு = BA cos 9 - ( AB- ன் 
வீச்சு ) = - AB cos 6 , 


அதாவது , 

AB- ன் வீச்சு = AB , cos G 


A , B , C ......... M, N என்ற புள்ளிகள் முப்பரிமாண 
வெளியில் அமைந்தால் , XY என்ற நேர்கோட்டின் மேல் , AB , BC , 
MN என்பவைகளின் வீச்சின் கூட்டுத்தொகை AN- ன் வீச்சுக்கு 
சமமாகும் . 


A. B ....... M ; N என்ற புள்ளிகளிலிருந்து XY- க்கு வரையப் 
படும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் அடிகள் , 

A , B ,........... M , N ஆனால் , 
AB + B C + .......... + M N = A N . 


- 
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அச்சு தூரங்கள் 


பயிற்சி 6 
1. ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக உடைய இரு நேர்கோடு 
களின் திசைகொசைன்கள் ! , my ; ny ; !,, m ,, n , ஆகும் . 
இந்த இருகோடுகளுக்கும் செங்குத்தாக உள்ள 

மூன்றாவது 
கோட்டின் திசைகொசைன்கள் 

my ne - man , 7 , -1 , Iy 

In my- !, 71 , என்று காண்பி . 
2. (11 , my , 7 ) ( le , mg , ne ) ( lg , mg , ng ) என்ற திசை 
கொசைன்களையுடைய மூன்று , ஒரு புள்ளி வழிக்கோடுகள் சம 
தளத்தில் அமைய வேண்டுமானால் , 

11 m ) 11 
l , mi na 

= 0 என்று காண்பி . 


Is mg 13 


3. ( 4,7 , 8 ) ; ( 2, 3 , 4 ) ; (-1 , -2, 1 ) ; ( 1 , 2 , 5 ) என்ற 
புள்ளிகள் ஒரு இணைகரத்தின் உச்சிகளாக அமையும் என்று 
காண்பி . 


4. A ( 1 , 8 , 4 ) B ( 0 , - 11 , 3 ) C ( 2, -3, 1 ) என்பவை 
மூன்று புள்ளிகள் . BC- ன் மேல் A- லிருந்து வரையப்படும் செங் 
குத்துக் கோட்டின் அடி D ஆகும் . D- ன் அச்சு தூரங்களைக் 
கண்டுபிடி . 


5. 31 + m + 5n = O : 6 mn - 2nl + 5 m = 0 என்ற சமன்பாடு 
களுக்கு கட்டுப்பட்ட திசை கொசைன்களுடைய இருகோடுகளுக் 
கிடையேயுள்ள கோணத்தைக் கண்டுபிடி . 


என்ற 


6. al + bm + cn = 0 ule + vm + wn = 0 

சமன் 
பாட்டினால் அமையும் திசைகொசைன்களையுடைய இருகோடுகள் 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாகவோ, இணையாகவோ இருக்க 
வேண்டுமானால் a (v + w ) + b ( w + u ) + c ( u + Y) = 0 அல்லது , 

= 0 என்று நிரூபி . 


2 


+ 
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Y ) 


19 


7. ( ly , my : ng ), ( 19 , me , ne ) , ( ls . mg , ng ) என்ற திசை 
கொசைன்களையுடைய மூன்று நேர்கோடுகளுடன் 
சாய்ந்திருக்கும் : நேர்கோட்டின் 

கொசைன்கள் , 


சமமாக 


* திசை 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


++ , 


my + my + ms , 

Fi + hs + hs 
31 


31 


என்று காண்பி . 


8. ( a ) x- அச்சு ( b ) y- அச்சு ( c ) 2 - அச்சு இவைகளின் திசை 
கொசைன்கள் யாவை ? 


V3 


. 


. 


. 


13 1 13 

1 -13) 
9. 

திசைகொசைன்களை 
யுடைய கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறுங்கோணத்தைக் கண்டு 
பிடி . 


10. A ( 9, 2 , -5 ) B{1 , -3, 7 ) சேர்க்கும் கோடு . C ( -6 , 2 , 3 ) 
D ( 2 , 7 , -9 ) சேர்க்கும் கோட்டுக்கு இணை என்று நிரூபி . 


11 . A, B, C என்ற புள்ளிகளின் அச்சு தூரங்கள் முறையே 
( 2, 4 , 5) ( 1 , 2 , 3 ) ( 3 , 6, 2 }. ஆதி 0 ஆனால் , OC- ன்மேல் AB- ன் 
வீச்சை கண்டுபிடி , 


12 ; 21 + 2m - n = 0 mn + nl + Im = 0 என்ற சமன்பாடுகளை 
சரி செய்யும் திசைகொசைன்களையுடைய நேர்கோடுகள் ஒன்றுக் 
கொன்று செங்குத்தாக அமையுமென்று காண்பி . 


2. சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 

சமதளங்கள் 


1. 2 : மேற்பரப்பு : 


f ( x , y, z) என்பதை x , y , z என்ற மூன்று மாறிகளைக் 
கொண்ட ஒரே ஒரு மதிப்பு உள்ள மெய்யான சார்பலனாகக் 
கொள்வோம். 


x = x1 , y = y1 , z = 21 என்ற மதிப்புகளைக் கொடுத்தால் 
f ( x y z1 ) = 0. அப்போது x , y , z) என்பது f ( x , y , z } = 0 
என்ற சமன்பாட்டைச் சரி செய்யும் . ( x1 , y1 > 21 ) என்ற மூன்று 
பரிமாண கணிதத்திற்குரிய ஒரு புள்ளியைக் குறிக்கும் . இப்படிப் 
பட்ட புள்ளிகளின் நியமப்பாதையை ஒரு மேற்பரப்பு என்று 
கூறுகிறோம் . 


இரண்டு மேற்பரப்புகள் வெட்டும் நியமப் பாதையை வெளி 
வளை வரை (space curve ) என்று கூறுகிறோம் . 

இப்படிப்பட்ட மேற்பரப்புகளில் எளிதாக உள்ளது சமதள 
மாகும் . கணித மேதை ஈக்குளிட் ( Euclid ) சமதளம் என்பது , 
அதன்மேல் உள்ள இரண்டு புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர்கோடு 
முழுமையாக அமையும் மேற்பரப்பு என்ற கூறினார். 


2. 2. சமதளத்தின் சமன்பாடுகள் : 

1 , ஆதி 0 - லிருந்து சமதளத்தின் மேல் வரையட் படும் செங் 
குத்துக் கோட்டின் நீளம் p எனவும் , அதன் திசை கொசைன்கள் 
Cosd , CosB , Cos Y எனவும் கொள்க . 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


ON என்பது ABC சமதளத்தின் மேல் வரையப்படும் செங் 
குத்துக் கோடு ஆதலால் ON = P . அந்தச் சமதளத்தின் மேல் 


H 


CC 


B 


படம் . 8 


P என்று ஏதாவது புள்ளியை எடுத்துக்கொள்க . அதன் அச்சுத் 
தூரங்கள் x, y, z என்று கொள்க . P- யிலிருந்து XOY சமதளத் 
திற்கு PL என்ற செங்குத்துக் கோடு வரைக . XOY சமதளத்தில் , 
L-லிருந்து 0X- க்கு LM என்ற செங்குத்துக் கோடு வரைக . 
அப்படினால் OM = x. 

LP = z. 

ON மேல் OP- ன் 
வீச்சு ON ஆகும். அந்த வீச்சு OM, ML , LP இவைகளின் வீச் 
சின் கூட்டுத் தொகைக்குச் சமம் . 


ML = y , 


எனவே 


p = x Cose + y Coss + z Cosy 
இதுவே சமதளத்தின் சமன்பாடாகும் . 


2. நிலை அச்சுகளின் மேல் சமதளம் உண்டாக்கும் வெட்டுத் 
துண்டுகள் a , b , c எனக் கொள்க . OA = a ,0B +b , Oc + c. 


ON = ON BLOGU OA- Osor 


p = a Cos d 
அதேபோல் p = b Cos B 

P = c Cosy 


என்கண்ட சமன்பாடு 

x Cos 4 + y Cos B + z Cos Y = p 
x pla + y . p | b + zp/c = p 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 
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என்றாகும் . எனவே , 


+ 


C 


கி. தே : ax + by + cz = 1 என்பது சமதளத்தின் சமன்பாடாக 
அமைந்தால் a , b , c என்பவை சமதளத்தின் மேல் ஆதியிலிருந்து 
வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் திசை விகிதங்களாகும் . 


C 


1 ) 1 
1 . - என்பவை சமதளம் நிலை அச்சுகளின்மேல் 

5 
உண்டாக்கும் வெட்டுத் துண்டுகளின் அளவுகளாகும் . 

3. பொது சமன்பாட்டின்படி , ஒன்றாக அமைந்தால், அந்தச் 
சமன்பாடு ஒரு சமதளத்தைக் குறிக்கும் . 


ஒரு படி உள்ள சமன்பாடு 

Ax + By + Cz + D = 0 
என்று ஆகிறது. 


அதை 


y 


* 
-D / A 


+ 


= 


-D / B 


-bC 


1 என்று எழுதலாம் . 


--D 
எனவே 

-D 
+ + 
A 

என்பவை நிலை அச்சுகளின் 

B1 
மேல் உண்டாக்கும் வெட்டுத் துண்டுகளின் அளவுகளாகும் . அத் 
துடன் அந்தச் சமதளத்தின்மேல் ஆதியிலிருந்து வரையப்படும் 
செங்குத்துக் கோட்டின் திசை கொசைன்கள் A , B , C என்பவை 
களுக்கு விகித சமமாகும். ஆதலால், 


- A 


Cos d = 

VA + B2 + C " . 


Cos B 


- B 


VA: + B + C " . 


Cos v 


VA + B " + G . 


அந்தச் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 

D 
VA + B + C " . 


= 


24 
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இந்த அளவுகள் D மிகையாக இருக்குபோது தான் அமை 
யும் . D குறையாக அமையும்போது 
AL 

C 
Cos d = 

Cos y 
VA + B + C 

VA* + B + C 
B 

--D 
Cos B 

P = 
VA + B * + C 

VA = B XC " 
என்றாகும் . 

கி . தே : 1. ax + by + cz + d = 0 a x + b y + c z + d = 0 
என்ற இரு சமதளத்திற்கிடையேயுள்ள கோணம் 

( aa + bb - cc ) 


- 


Cos 1 


[ +5+] 


என்று ஆகும் . 


கி. தே : 2. சமதளங்கள் இரண்டும் இணையாக அமைந்தால் 
அவைகளின் மேல் ஆதியிலிருந்து வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோடுகள் ஒன்றாகவே இருக்கும் . ஆதலால் , 

b 
a 

b 


a 


c | 


ஒன்றுக்கொன்று 


கி. தே : 3. சமதளங்கள் இரண்டும் 
செங்குத்தாக அமைந்தால் aa + bb + cc = 0. 


பயிற்சி 7 
1. x + 2y_2z = 0 என்ற சமதளம் , நிலை அச்சுகளின் மேல் 
உண்டாக்கும் துண்டுகளைக் கண்டு பிடி . அந்தச் சமதளத்திற்குச் 
செங்குத்தாக வரையப்பட்ட நேர் கோட்டின் திசை கொசைன்களை 
யும் கண்டுபிடி . 


2. x - y + z = 1, 3x + 2y - z + 2 = 0 என்ற 

சமதளங்களுக் 
செங்குத்தாக வரையப்பட்ட நேர் கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள 
கோணம் 90 ° என்று நிரூபி . 


3. கீழ்கண்ட சமதளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணங்களைக் 
கண்டுபிடி . 

( i) 2x - y + z = 0 , x + y + 2z = 7 . 
(ii ) 3x + 4y + 5z = 9 , 2x + 6y - 6z = 8 . 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 
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4 , 2x + 5y + 4z + 1 = 0 , 4x + 7y + 6z + 2 = 0 என்ற இரு சம 
தளங்களுக்கும் செங்குத்தாக அமையும் சமதளத்தின் சமன்பாடு 
x + 2y - 3z + 4 = 0 என்று நிரூபி. 


5. 2x + 3y + 4z = 5 என்ற சமதளம் ஆதியிலிருந்து எவ்வ 
ளவு தூரத்தில் இருக்கிறது என்று கண்டு பிடி. 


6. 3x + 4y - 5z 0 என்ற சமதளத்திற்கு இணையாக ( 1 , 2 , 3 ) 
புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 


7. P ( 2 , 3, -1 ) என்ற புள்ளியின் வழியாக OP என்ற 
நேர் கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக அமையும் சமதளத்தின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


8. ஒரு சமதளம் நிலை அச்சுகளை A , B , C என்ற புளளிகளில் 
வெட்டுகிறது , ABG முக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச் சந்தி 
யின் அச்சு தூரங்கள் ( a, b , c ) அப்படியானால் சமதளத்தின் 

Z 
சமன்பாடு + + = 3 என்று நிரூபி . 

b 


d 


C 


2. 3. கொடுக்கப்பட்ட மூன்று புள்ளிகளின் வழியாக வரையப்படும் 

சமதளத்தின் சமன்பாடு . 


குறிப்பு : அந்த மூன்று புள்ளிகளும் ஒரே நேர்கோட்டில் 
அமையக்கூடாது . 


(x, y1 , 21 ) ( xg, ye , 22 , ) ( xg , yg , zs ) என்பது அந்த 
மூன்று புள்ளிகளின் அச்சு தூரங்களாக எடுத்துக் கொள்வோம் . 


ax + by + cz + d = 0 என்பது சமதளத்தின் சமன்பாடா 
கக் கொள்க . 


அப்படியானால் 

ax : + by1 + cz | + d = 0 


ax2 + by2 + cz , + d = 0 
uxg + bys + czs + d = 0 


26 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
எனவே , a, b, c, d என்ற மாறிலிகளை நீக்கினால் . 

y 


x 


Z 


1 


X1 y1 


21 


1 


= 0 


Xg ya 


Z , 


1 


zs | 


1 


Xs ys 


என்றாகும் . இதுவே சமதளத்தின் சமன்பாடாகும் , 


பயிற்சி 8 


1. ( 1 , 1 , 0 ) ( 1 , 2 , 1 ,) ( -2, 2 , -1 ) என்ற மூன்று 
புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 


2. ( 1 , 2, 3 ) (-1 , 1 , 2) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர் 
கோட்டை முழுமையாகக் கொண்டு , ( 2, 2 , 3 ) என்ற புள்ளியின் 
வழியாகச் செல்லும் சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

3 ( 0 , -1 , 0 ) ( 2, 1 , -1 ) ( 1 , 1 , 1 ) (3 , 3 , 0, என்ற 
நான்கு புள்ளிகளும் ஒரே சமதளத்தின் மேல் அமைகிறது என்று 
காண்பி . 


4. (6 , -4 , 4 ) (0 , 0 , -4 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
நேர்கோடு ( -1 , -2, -3) ( 1 , 2 , -5 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க் 
கும்நேர்கோட்டைச் சந்திக்கிறது என்று நிரூபி . 

5. 2x + 6y + 6z = 9 என்ற சமதளத்திற்குச் செங்குத்தாக 
அமைந்து , (2 , 2, 1 ) ( 3 , 3 , 4 ) என்ற புள்ளிகளின் வழியாகச் 
செல்லும் சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


6. x + 2y + 2z = 5 , 3x + 3y + 2z = 7 என்ற சமதளங் 
களுக்குச் செங்குத்தாக அமைந்து , (-1 , 2 , 3 ) என்ற புள்ளியின் 
வழியாகச் செல்லும் சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி. 


2. 4 , ஒரு புள்ளியிலிருந்து சமதளத்தின் தூரம் 

x cos d + y cos B + z cos Y = P என்ற சம தளத்தில் இருந்து 
P ( x , y , z ) என்ற புள்ளியின் தூரத்தைக் காண்க . 
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P என்பது மிகையாக ( Positive ) இருந்தால் cos d , cos B , 
cos Y என்பது ஆதியிலிருந்து சமதளத்திற்கு வரையப்பட்ட 
செங்குத்துக் கோட்டின் திசை கொசைன்களாகும் . 


ஆதியை P (x , y , z ) என்ற புள்ளிக்கு மாற்றினால் , சம 
தளத்தின் சமன்பாடு . 

P = ( X = x ) cos d + ( Y + y ) cos B + { Z + z ) cos Y. 


அல்லது 


P = X cos d x Y cos B + Z cos Y. 
என்று அமையும் . 
இங்கு , 

p = p - x cos d - y cos B -z cos Y 


ஆதலால் p ( x , y >z ) என்ற புளளியிலிருந்து சமதளத்தின் 
தூரம் 


p - x cos d - y coss -z eos Y 
என்றாகும் 


கி. தே : ax + by + cz + d = 0 என்ற சமதளத்திலிருந்து 
x , y , z ) ன் தூரம் 

+ ax + by + cz + d 
Va + b ? + c 


பயிற்சி 9 


1. { 2, 3 , 4 ) ( 1 , 1 , 4) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து 6x - 3y + 
11z + 2 = 0 என்ற சமதளத்தின் தூரங்களைக் கண்டுபிடி . 


2. 2x + 2y + z + 7 = 0, 4x + 4y + 2z = 7 என்ற இரு இணை 
சமதளங்களுக்கு இடையேயுள்ள தூரத்தைக் கண்டுபிடி . 

3. ஆதியிலிருந்துள்ள தூரம் , 2x - y + 2z = 8 என்ற சமதளத்தி 
லிருந்துள்ள தூரத்தைப்போல் மூன்று மடங்காக அமையும் 
புள்ளியின் நியமப்பாதையைக் கண்டுபிடி . 


4. x + y + z = 0 , X - z = 0 , x - 2y + z = 0 என்ற மூன்று 
சமதளங்கள் ஒரு புள்ளியிலிருந்துள்ள தூரங்களின் வர்க்கங் 
களின் கூட்டுத் தொகை 9 ஆனால் , அந்த நியமப்பாதை என்ன ? 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


2. 5. கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு சமதளங்களுக்கிடையே உள்ள 

கோணத்தின் இரு சமவெட்டிகள் . 
ax + by + cz + d = 0 , d x + b y + c z + d = 0 என்ற சமதளங் 
களின் சமன்பாடாகக் கொள்க . 

குறிப்பு : சமன்பாடுகளை எழுதும்போது d , dl என்பவைகளை 
மிகையாக எழுதவும் , 

ax + by + cz + d | d x + by + c z + d 

Vaa + b ? +2 Var + b + c ? 
என்பது சமதளங்களுக்குச் சமதூரத்தில் அமையும் புள்ளிகளின் 
நியமப்பாதையாகும் . 

ax + by + cz + d , d x + b y + c z + d 
என்ற கோவைகள் ஒரே குறியாக அமையும் . அப்போது சம 
தூரத்திலுள்ள புள்ளிகள் சமதளங்களின் ஆதி இருக்கும் பக்கத் 
தில் அமையும் அல்லது ஆதி இல்லாத பக்கத்தில் அமையும் . 

எப்படியாயினும் அந்த புள்ளிகளின் நியமப்பாதை கொடுக் 
கப்பட்ட சமதளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தைச் 
வெட்டும் சமதளமாகும் : 


சமமாக 


அது போல் 


ax + by + cz + d ax +by + cz = d | 

Va? + 59 + c " 
என்பது சம தளங்களுக்கிடையேயுள்ள மற்றைய கோணத்தின் 
சம வெட்டியாகும் . 


பயிற்சி 10 


1 , x + 2y + 2z = 9 , 4x - 3y + 12z + 13 = 0 என்ற சமதளங் 
களுக்கிடையேயுள்ள குறுங்கோணத்தைச் சமமாக வெட்டும் சம 
தளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . அதுபோல் விரிகோணத் 
தைச் சமமாக வெட்டும் சமதளத்தைக் கண்டுபிடி . 


2. 3x + 4y - 5z + 1 = 0 , 5x + 12y - 13z = 0 என்ற இரு சமதளங் 
களுக்கிடையேயுள்ள விரி கோணத்தை 14x - 8y + 13 = 0 என்ற 
சமதளம் சமமாக வெட்டுமென்று காண்பி . 
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சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 


நேர்கோடுகள் 


2-61 வரையறை : 

வகையீட்டுச் சமன்பாடு ஒரு படியாக அமைந்தால் , அது ஒரு 
சமதளத்தைக் குறிக்கும் . இப்படிப்பட்ட இரு சமன்பாடுகளைச் 
சரி செய்யும் அச்சு தூரங்களையுடைய புள்ளிகள் , இந்த சமன்பாடு 
கள் குறிக்கும் சம தளங்கள் வெட்டும் நேர்கோடுகளில் அமையும் . 
ஆதலால் , இந்த இரு சமன்பாடுகள் சேர்ந்து ஒரு நேர்கோட்டைக் 
குறிக்கும் . 
2.7 : சமச்சீரான அமைப்புள்ள சமன்பாடுகள் : 

A { J , B , Y) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர் 
கோட்டின் திசை கொசைன்கள் 1, m , n என்று கொள்க . அந்த. 
நேர் கோட்டின் மேல் உள்ள ஏதாவதொரு புள்ளியின் அச்சு 
தூரங்கள் P {x, y, z) என்று கொண்டால் , 

B 


M 


r 


T 


T 


இங்கு r = AP = V ( x - d ) + { y - B ) + ( z - Y ) ஆதலால் நேர் - 
கோட்டின் மேல் உள்ள எந்த புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் , 
x - d y - B z - Y 

( = r) 
1 
என்ற சமன்பாட்டைச் சரிசெய்யும். அதுவே , நேர்கோட்டின் தூரச் 
சமன்பாடெனக் கொள்ளலாம் . 


m 


- 


m 


R 


குறிப்பு : 

நேர்கோட்டின் திசை விகிதங்கள் 1 , m, n எனின் , அதன் 
சமன்பாடு , 

B 2 Y 
2 
இந்தக் கோட்டின் எந்தப் புள்ளியின் அச்சு தூரங்களையும் . 
d + r , B + mr , Y + RY என்று எடுத்துக்கொள்ளலாம் . 

பயிற்சி 11 
1. 2x + 4y - z + 1 = 0 என்ற சமதளத்தை 

y - 2 

z + 3 ) 
2 
என்ற நேர்கோடு எந்தப்புள்ளியில் சந்திக்கிறது என்று கண்டுபிடி .. 
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2. x + y + z = 2 என்ற சமதளத்தை 


4 


-- 


y 
2 

2 
என்ற நேர்கோடு சந்திக்கும் புள்ளியிலிருந்து ( 3 , 4 , 5 ) என்ற 
புள்ளி எவ்வளவு தூரத்திலிருக்கிறது என்று கண்டுபிடி . 


3. ( d , s , Y ) என்ற புள்ளியிலிருந்து ax + by + cz + d = 0 
என்ற சமதளத்திற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் 
சமன்பாடு 

என்று நிரூபி . 


7 - Y 


d 


b 


C 


Z 


= 


- 


m1 


y 
4. ( ass , Y ) என்ற புள்ளியிலிருந்து 

11 

n1 
என்ற நேர்கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் 

y 

B z - Y 
சமன்பாடு 

என்று காண்பி . 
muli dd ymi - 3 

vn , --Y 
இங்கு Y = 

! 1 + Bm -YYA 
1 * + m * + n " 


- 


7 


T 


2.8 : இரு புள்ளிகளின் வழியே செல்லும் நேர்கோடு . 
இருபுள்ளிகளின் 

அச்சு 

தூரங்கள் P ( di, B- Y1) , 
Q ( da , Ba , Y , ) என்றால் , PQ இன் திசை விகிதங்கள ( ds di). 
( ds B ) , ( Y , - Y1) என்றாகும் . எனவே , Q இன் சமன்பாடு , 
di B. 

YY , 
d .-- d ) 

Y , - Y1 
குறிப்பு : இந்த நேர் கோட்டின் மேலுள்ள எந்த புள்ளியின் 
அச்சு தூரங்களை 
XL 

AB , + B1 AY , + Y1 

y = 
A +1 A +1 

A + 1 
என்றுகொள்ளலாம் . இங்கு ஒரு சாராமாறி ( Paraineter ) . 


B , - 3 


2 


+ 1 


Z = 


} - 2 


- 


பயிற்சி 12 
X -- 1 

5 
1 . } 

x + 7 
3 1 k 3k 

5 

6 
என்று இரு நேர்கோடுகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக அமைந் 
தால் , K ஐ கண்டுபிடி . 


. 


- 


2 . 


* -2 = , = + 5 என்ற நேர்கோட்டின் மேல் 


4 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 
( 2 , - 3 , - 5 ) என்ற புள்ளியின் இருபக்கங்களிலும் 3 தூரத்தி 
லுள்ள புள்ளிகளைக கண்டுபிடி 

3. 2x + 3y + 4z = 5 என்ற சமதளத்தை 


P - 2 


Z + 3 
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3 
என்ற நேர்கோடு வெட்டும் புள்ளியைக் கண்டுபிடி . 


4. 2x + 5y - 6z = 16 என்ற சமதளத்திலிருந்து ( 2 , 1 , 2 )என்ற 
எண்களுக்கு விகித சமமாக உள்ள திசை கொசைன்களையுடைய 
நேர்கோட்டின் வழியாக , (3 , - 4 , 5 ) என்ற புள்யியின் தூரத்தைக் 
கண்டுபிடி . 


5. 2x - y + z + 3 = 0 என்ற சமதளத்தில் ( 1 , 3 , 4 ) என்ற 
புள்ளியின் எதிர் உருவத்தைக் கண்டுபிடி . 


6. 2x - 3y + 4z = 5 என்ற சமதளத்திற்கு ஆதியிலிருந்து 
வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் அடியைக்கண்டுபிடி . 
மேலும் கொடுக்கப்பட்ட சமதளத்தில் ஆதியின் பிரதிபிம்பத்தைக் 
கண்டுபிடி. 


சம் 


7 6x + 4y | 5z + 0 , x- 5y - 2z = 12 என்ற இரு 

x -- 7 
தளங்களை , 

என்ற நேர்கோடு ஒரே 

1 
புள்ளியில் சந்திக்கிறது என்று காண்பி , அப்படியானால் இந்த 
நேர்கோடும் கொடுக்கப்பட்ட சமதளங்கள் சந்திக்கும் நேர்கோடும் 
ஒரே சம தளத்தில் அமைகிறது என்று நிரூபி. 


8 . நிலை அச்சுக்கு இணையாக ( a, b, c ) புள்ளியின் 
வழியாகச் செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 


X - al 

1 


y - b 
0 





Z - 

0 


என்று காண்பி . 


1 


9. x - d B z - Y 

என்ற நேர்கோடு 
ax + by * + cz = 1 என்ற சமன்பாட்டை இரண்டு புள்ளிகளில் 
சந்திக்கிறதென்று காண்பி . இந்த இரண்டு புள்ளிகளும் ஒரே 
புள்ளியில் அமைந்தால் அதற்கான நிபந்தனை என்ன ? 


10. ** 


y - b 


z - c | 


என்ற 

நேர்கோடு 


m 


0 


z- நிலை 


அச்சுக்குச் செங்குத்தாக இருக்குமென்று காண்பி . 
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... 


9 : சமன்பாடுகளிலிருந்து திசை விகிதங்கள் . 

ax + by + cz + d = 0 , a x + b y + c z + d = 0 என்பவை சமதளங் 
களின் சமன்பாடுகள் என்று கொண்டால் , ax + by + cz = 0 , 
a x +by + c z = 0 என்பவை கொடுக்கப்பட்ட சமதளங்களுக்கு 
இணையாக ஆதியின் வழியாக வரையப்படும் சமதளங்களாகும் . 
ஆதலால் , ax + by + cz = z0 = a x + b y + c z 
என்பது ஆதியின் வழியாக வரையப்படும் நேர்கோட்டைக் குறிக் 
கும். இந்த நேர்கோடு ax + by + cz + d = 0 = a x + b y + cz + d ... ( 2 ) 
என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகும் . 
( 1 ) சமன்பாட்டை 

y 

Z 
bc - b c ca - c - a ab - a b 
என்று எழுதலாம் . எனவே ( bc - b c ) , ( ca -c a ), ( ab - d b ) 
என்பவை ( 1 ) , ( 2 ) என்ற இரு நேர்கோடுகளின் திசை விகி தங்க 
ளாகும் . 

மேலும் ( 2) நேர்கோடு z = 0 என்ற சமதளத்தை 
( bd - b d da - d a 
( ab - a B ab 

) என்ற புள்ளியில் வெட்டும் . ஆதலால் , 

db 
நேர்கோட்டின் சமச் சீரான அமைப்பு 
bd - b d da - d a 

y 
ab - a b 


0 


x - 


xb 


-a s 


Z 


bc 


b c 


ca 


ac 


ab 


- a b 
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XOY சமதளத்திற்கு இணையாக ( d , B. Y) என்ற புள்ளியின் 
வழியாகச் செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டை . 

B z - Y 

--- என்று கொள்ளலாமென நிரூபி . 
2. OZ நேர்கோட்டிற்கு இணையாக ( d , s , Y ) வழியாகச் 
செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டை 

B 

z -Y 
0 1 

d , y 
ளலாமென நிரூபி. 


mm ) 


0 


33 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 
3. 2x + 3y - 4z = 0 = 3x - 4y + z 

5x - y - 32 + 12 = 0 = x - 7y + 5z - 9. 
என்ற நேர்கோடுகள் இணையாகுமென காண்பி . 
4. x - 2y + z = 0 = x -ty - z + 6 

x + 2y + z + 5 = 0 = 8x + 12y + 5z 


என்ற நேர் கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தைக் ( குறுங்: 
கோணம் ) கண்டுபிடி . 


5. x- 2y + z = 0 = 3x + 2y + z -6 என்ற நேர்கோட்டிற்கு 
இணையாக ( 1 , 1 , 2 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர் 
கோட்டின் சமன்பாட்டைக் கண்டு பிடி. 


1 


2-10 : சமதளமும் நேர்கோடும் 

y - B 
ax + by + cz + d = 0 ; 
என்பவை முறையே சமதளம் , நேர்சோடு இவைகளின் சமன் 
பாடாகும் . இங்கு 1, m. n என்பவை நேர்கோட்டின் திசை 
கொசைன்களாகும் . நேர்கோட்டின் மேல் உள்ள எந்த புள்ளியின் 
அச்சுதூரங்களும் [ { { + Ir ) , (B + mr ) . { Y + mr ] ] என்றாகும் . இந்த 
புள்ளி சமதளத்தின் மேல் அமைந்தால் a ( d + ir ) + b (B + mr ) + 
c( Y + nr ) + d = 0 
எனவே , 
Y ( al + bm + cn ) + ( ad + bs + cY + d ) = 0 

al + bm + cn = 0 என்றும் 

ad + bs + cY + d = 0 என்றுமிருந்தால் நேர்கோடு சமதளத் 
திற்கு இணையாகும் , 

சமதளத்தின் செங்குத்துக் கோட்டின் திசை கொசைன்கள் 
( a , b. c) க்கு விகித சமமாகும் . ஆதலால் , 
m 

என்றால் நேர்கோடு சமதளத்திற்கு செங்குத் 
b 
தாக அமையும் . 


C 


கி , தே : 1. நேர்கோடு சமதளத்தில் முழுமையாக அமைய 
வேண்டுமானால் , 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


al + bm + cn = 0 

as + bs + cy + d = 0 
என்ற நிபந்தனைகளுக்குக் கட்டுப்பட வேண்டும் . 

கி . தே : 2. நேர்கோட்டிற்கும் சமதளத்திற்கும் இடையே 
யுள்ள கோணம் 

al + bm + cn 
Cose 
+ b , + c * 

VI + m " + n " 


Mas 
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1. 2x + 3y + 4z + 5 = 0 , x + 2y + 3z = 4 என்ற இரு சமதளங் 
களுக்கு இணையாக ( - 1 , 1 , 2 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் 
செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


2. ( 3 , 2 , - 5 ), (0. - 4 , --11 ) , என்ற இரு புள்ளிகளின் 
சேர்க்கைக்கு இணையாக ( -2, 1 , - 3 ) , ( 4,3 , 3 ) என்ற இரு 
புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் சமளத்தின் 

சமன்பாடு 
4x + 3x - 5z = 0 என்று காண்பி , 


3. 2x - 3y_7z = 0 , 3x -- 14y -- 13z = 0 , 8x - 31y - 33z = 0 
என்ற மூன்று சமதளங்களும் ஒரு நேர்கோட்டில் சந்திக்கின்றன 
என்று நிரூபி . 


4. (3,4 ,-1) , ( 2 , -1, 5 ) என்ற இரு புள்ளிகளின் சேர்க் 
கைக்குச் செங்குத்தாக ( -2,5,3 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் 
செல்லும் சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


5. ( -2 ,-3 , 6 ) , ( 4,0 , -3 ) , ( 0 ,-1 , 2 ) என்ற மூன்று 
புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் சமதளத்திற்கு ( 2,3,4 ) (3,4 , 5 ) 
என்ற இரு புள்ளிகளின் சேர்க்கை செங்குத்தாகுமென்று நிரூபி . 


0 


6 . 

4 ) = ax-+ by + c | z + d , = 

Up = a , x + bay + cgz + d = 0 
என்ற நேர்கோட்டை முழுமையாக உள்ள தும் 


7 


- 


m 


1 

என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாக உள்ள 
துமான சமதளத்தின் சமன்பாடு 

vị ( ag + bgm + con ) = ug (a + bxm + cin ) என்ற நிரூபி. 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 


35 


7 . 


y --B 


z - Y 


꾸 


என்ற 

நேர்கோட்டை 


m 


n 


உள்ளதும் 


முழுமையாக 

என்ற 

நேர்கோட் 

m 
டிற்குச் செங்குத்தாக உள்ள துமான சமதளத்தின் சமன்பாட் 
டைக் கண்டுபிடி , 


2 • 11 . மூன்று சமதளங்கள் சந்திக்கும் முறை 

இந்த முறைகளில் மூன்று வகைகள் உண்டு. 


A. 


x + y + z = 5 
2x + 3y - z = 7 
4x + 5y + 2z = 6 என்ற மூன்று சமன்பாடுகளைத் தீர்த்தால் 
= 52 , x y = - 36 , z = - 11 . 
எனவே இந்த சமன்பாடுகள் நிர்ணயிக்கும் சமதளங்கள 
( 52, - 36 , - 11 ) என்ற புள்ளியில் சந்திக்கும் . 
y + 2z = 35 

( 1 ) 
3x + y + z = 7 

( 2 ) 
x + 2y + z = 0 

( 3 ) 


B .. 


12x 


... 


6x -- 


என்ற சமன்பாடுகளைத் தீர்க்க, ( 1 ), ( 2 ) சமன்பாடுகளி 
லிருந்து z- ஐ நீச்கினால் , 

-- 3y = 21 
என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும் . 
(2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 2 ஐ நீக்கினால் , 

6x - 3y : 21 
என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும் . 
அதே மாதிரி x- ஐ நீக்கினால் 

5y + 27 + 7 = 0 


என்ற ஒரு சமன்பாடே கிடைக்கும் . ஆதலால் மூன்று சம 
தளங்களின்மேல் உள்ள எந்தப் புள்ளியும் 

6x 3y 21 = 0 5x + 2z + 7 
என்ற நேர்கோட்டில் அமையும் . எனவே மூன்று சமதளங் 
களும் ஒரு நேர்கோட்டில் சந்திக்கும் . 


- 


5x - 


y - z= 8 
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C. இப்போது 2x - 4y + 2z = 5 

(1 

( 2 
x + y - z = 7 
என்ற சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கலாம் . 
( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து z- ஐ நீக்கினால் 

4x - 2y = 1 
( 1 ) , (2) சமன்பாடுகளிலிருந்து z- ஐ நீக்கினால் 

4x - 2y = 7 
அதாவது 0. x + 0. y = 6 

அதுபோல் ( 1 ) , ( 2 ) சமன்பாடுகள் , ( 2), (3) சமன்பாடுகள் 
இவைகளிலிருந்து y- ஐ நீக்கினால் நமக்கு கிடைப்பது , 

6x - 22 = 9 

6x - 2y = 15 
அதாவது 0.x + 0.z = 6 

( 5 ) 
எனவே , x, y, z மாறிகளுக்கு நிலையான மதிப்பு கிடைக்காது. 
(4) , ( 5 ) சமன்பாடுகள் 


* - * = 6 


* + 1-6 


என்ற சமன்பாடுகளின் எல்லையாகிறது . [ k கந்தழிக்குச் 
செல்லும்போது ) . 
ஆகவே , இந்த மூன்று சமதளங்களைச் சரி செய்யும் புள்ளிகளின் 
அச்சுதூரங்கள் கந்தழியாகிறது . ஆனால் , எந்த இரு சமதளங் 
களும் இணையாக அமையவில்லை . எனவே , இந்த மூன்று சமன் 
பாடுகளும் முக்கோண பட்டகத்தின் முகங்களைக் குறிக்கும் 
எந்த இரு சமதளங்களின் சந்திப்பான நேர்கோடு , 

1 2 
என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகும் . 


3 
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கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமதளங்களின் சந்திப்பின் வகையைக் 
கண்டுபிடி . 

(i ) 2x - 5y + z = 3 , x +y + 4z = 5, x + 3y + 6z = 1 
( ii ) x + y + z = 6 , 2x + 3y + 4z = 20 , x - y + z = 2 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 


37 


( iii ) 2x - y + z = 4 , 5x + 7y + 2z = 0 , 3x + 4y - 2z + 3 = 0 
2. 12. சமதள நேர்கோடுகள் ( Coplanar Lines ) 

கொடுக்கப்பட்ட இரு நேர்கோடுகள் ஒரு சமதளத்தில் அமை 
வதற்கான நிபந்தனைகள் 

y - 3 z - Y 


... 


m 


2 


x - d | 


y - B 


( 2) 


m | 


(3) 


என்பனவற்றை இரு நேர்கோடுகளின் சமன்பாடுகளாகக் கொள்க . 

a { x - d ) + b { y --- B ) + c ( z - Y ) = 0 
என்ற சமன்பாடு 

al + bm + cn = 0 
என்ற நிபந்தனையுடன் ( 1 ) நேர்கோட்டை முழுமையாகக்கொண்ட 
சமதளத்தைக் குறிக்கும் . 

இந்தச் சமதளம் ( 2 ) நேர்கோட்டை முழுமையாகக் கொண்டால் 
a ( d - d ) + b { B - B ) + c ( Y - Y ) = 0 

( 5 ) 
al + bm + cn = 0 

(6 ) 
( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து a , b , c , என்ற மாறிலி 
களை நீக்கினால் , 

d - d B - B Y - Y 


... 


1 


In 


1 


n 


என்ற நிபந்தனை கிடைக்கும் . 

( 3 ) , ( 4), ( 6 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து a, b, c , என்ற மாறிலி 
களை நீக்கினால் , 


x - d y - B z - Y 


m 


n 





என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும். இந்த சமன்பாடு ( 1 ), ( 2) நேர் 
கோடுகளை முழுமையாகக் கொண்ட சமதளத்தைக் குறிக்கும். 
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별 
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1 . 

x - 1 y --- 2 

z- 3 
3 

4 
x - 2 
3 

5 
என்ற நேர்கோடுகள் ஒரே சமதளத்தில் அமைகின்றன என்று 
நிரூபி . 
2 . 

* + 3 
2 


y + 5 


y + 1 


x + 1 
4 


z + 1 
-1 


5 


என்ற நேர்கோடுகள் ஒரே சமதளத்தில் அமைகின்றன என்று 
காண்பி . அந்தச் சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


3. 


P + 3 


z + 1 

7 


1 


X - 1 y + 1 

z + 10 
-3 

8 ) 
என்ற நேர்கோடுகள் சந்திக்கின்றன என்று நிரூபி. சந்திக்கும் 
புள்ளியின் அச்சு தூரங்களைக் கண்டு பிடி . 
1 11 

1 
4 . 

- 
5 

( z 

2 
3x - 2y + z + 5 = 0 = 2x + 3y + 4z - 4 . 
என்ற இரு நேர்கோடுகள் ஒரே சமதளத்தில் அமைகின்றன 
என்று காண்பி . சந்திக்கும் புள்ளியின் அச்சு தூரங்களையும் , 
கோடுகள் முழுமையாக அமையும் சமதளத்தின் சமன்பாட்டை 
யும் கண்டுபிடி. 


+ ( x + 4 ) 


5. x + 2y - 5z + 9 = 0 = 3x -y + 2z - 5 

2x + 3y - z - 3 = 0 = 4x - 5y + z + 3 
என்ற நேர்கோடுகள் ஒரே சமதளத்தில் உள்ளன என்று காண்பி 


| 


6 . 


x = ay + b = cz + d 

x = { y + B = Yz + 8 
என்ற நேர்கோடுகள் ஒரே சமதளத்தில் அமைந்தால் ( Y - C ) 
( as - bal ) = (u-a) ( cs - dy ) என்று நிரூபி . 
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சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 


7 . x = mz + a x = m z + a 

y = nz + b y = n z + b 
என்ற நேர்கோடுகள் சந்திக்க வேண்டுமானால் 

( a - d ) (n- n ) = { b- b ) { m - m ) 
காண்பி , 


என்று 


X ) 


8 . 


y 


= 

1 


முழுமையாகக் 


என்ற நேர்கோட்டை 


Z 


Z 


= 


- 


- 


- 


m 


n 


m 


கொண்டதும் , y 

என்ற இரு. 
1 
நேர்கோடுகளைக் கொண்ட சமதளத்திற்குச் செங்குத்தாகவும் , 
அமையும் சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

9 . A , A ; B , B ; C, C என்ற மூன்று ஜோடி புள்ளிகள் 
நிலை அச்சுகளின் மேல் இருக்கின்றன . A BC , AB C ; B CA , 
BC A ; C AB , CA B ; என்ற சமதளங்களின் சந்திப்பான நேர் 
கோடுகள் ஒரே சமதளத்திலுள்ளன என்று நிரூபி . 


2. 13. இரண்டு நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம் . 


y - 3 

m 


1 


y - B 


z - Y 


என்ற சமன்பாடுகள் இரு நேர்கோடுகளைக் குறிக்கட்டும் . இந்தக் 
கோடுகளின் மேடே A ( x , B , Y] A ( x , B , Y ) என்ற இரு புள்ளி 
கள் உள்ளன . குறைந்த தூரமுள்ள நேர்கோடு , கொடுக்கப் 
பட்ட இரண்டு நேர்கோடுகளுக்குச் செங்குத்தாக அமைய 
வேண்டும் . ஆதனால் குறைந்த தூரமுள்ள நேர்கோடு அதன் 
மேல் AA என்ற நேர்கோட்டின் வீச்சாகும் . 


X , H , Y என்பவை அந்த நேர்கோட்டின் திசை கொசைன 
களானால் , 

IA + ml + ny = 0 

I X = m + n Y = 0 
A 

Y 
எனவே 
mn - m n nl - n l 

ml m 

AA - ன் திசை 
விகிதங்கள் ( d - d ) , ( B- B ), { Y - Y ) ] என்றாகும் 


- 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
AA ன் வீச்சு = Ad - d ) + # B - B ) + - Y { Y - Y ) 
= ( c - d ) ( mn - m n ) + ( B - B )/ nl - n l ) + ( Y - Y )(Im -- I m ) 

Vz( mn - m r ) ? 

d- B -B 
1 
Vz ( mn - m n ) 

m 


y 


m 


n 


n 


1. குறைந்த தூரமுள்ள நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 
x- y - B 

x - d y -- B 


ப 


m 


P 


= 0 = 





m 


n 


A 

Y 
2. இரு கோடுகளும் ஒரே 
குறைந்த தூரம் = 0 

B - B 


A 

Y 
சமதளத்தில் அமைந்தால் 


ஆதலால் 


Y - Y 


1 


m 


n 


- 


0 


n 




m 
2. 14: ஒரு புள்ளியிலிருந்து நேர்கோட்டிற்கு வரையப்பட்ட செங் 

குத்துக் கோட்டின் நீளம் . 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 

부 y - B z - Y 


. 


1 


m 


n 


P (x , y , z ) 


A ( c / sy ) 

படம்..9 
என்றும் புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் ( x , y , zy ) 
கொள்க . 


என்றும் 


41 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 


= 


- 


PQ2 PAe - AQ 
PAY = 

( x - d ) 2 + (p1 - B } 2 + ( z1 - Y ) " 
AQ கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோட்டின் மேல் AP- ன் வீச்சு 
1 ( x -d) + m (y1 - B ) + n {z1 - Y ) 

VI + m + n 
அதனால் , 
PQ [ { x -d ) + { y1 - B ) + {zy - Y ) ] 
- [l(x - d ) + m (y1-3) + n (zi - Y ] ] * 

1* + m + n " 

{ { x - d ) + { yl - B ) + ( z ] Y ) } { l * + m " + n } 
12 + m " + n 

{ { xy - d } + m ( y1 - B ) + n (zj - Y ) } *] 
1 
1 * + m " + n 

+ { m ( zi - Y ) -n ( y | --B) } 2 


1 


] 


- 


- 


+ { n (x ; -d ) -1(21- Y) - 1 


[ லெகிரான்ஸின் சர்வ சமத்தின் மூலம் ] 
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1 . 


Y + 9 


z - 10 


3 


-16 


y - 29 


X - 15 
3 8 

--- 5 
என்ற இரு நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரத்தை 
யும் , குறைந்த தூரமுள்ள நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டையும் 
கண்டுபிடி . 


2 . 


y - 2 
3 


2 


4 


x-2 


y - 4 
41 


-5 
5 


1 


என்ற 


நேர்கோடுகளுக் கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம் 
என்றும் , அந்த நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 


6 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


11x + 2y - 7z + 6 = 0 = 7x + y_5z + 7 
என்றும் நிரூபி. 


3 . 


y- 5 


-7 


1 


x + 1 


y + 1 


z + 1 


என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம் 2/29 
என்றும் , அப்படியுள்ள 

நேர்கோட்டின் 

சமன்பாடு 

z- 3 
2 3 

4 
என்றும் நிரூபி . 


x - 1 


4. 3x - 9y + 5z = 0 = x + y -z 

6x + 8y + 32-13 = 0 = x + 2y + z - 3 
என்ற 

நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம் எவ் 


வளவு ? 


5. 5x - y - z 

0 = 

x - 2y + z + 3 
7x - 4y -- 22 0 = x - y + z - 3 
என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையே யுள்ள குறைந்த தூரத்தையும் , 
அந்த தூரமுள்ள நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டையும் கண்டுபிடி . 


6 . 


y + 1 


Xx | 
4 


3 


5x - 2y - 3z + 6 = 0 = x - 3y + 2z - 3 
என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம் என்ன ? 


7. ( 4 , -5 , 3 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து . 


+2 


2--6 


-4 

5 ) 

என்ற நேர்கோட்டின் மேல் 
வரையப்பட்ட செங்குத்துக் கோட்டின் அளவென்ன ? 


8. 


x - d 


y - B 


z - Y 


- 


m 


2 
쯤 


x - d 


--- y1 


y- B 

m 


n 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 
என்ற நேர்கோடுகளை ( A , H, Y } திசை கொசைன்களை உடைய 
மூன்றாவது கோடு சந்திக்கிறது . அப்படியானால் , மூன்றாவது 
கோட்டின் மேல் ஏற்பட்ட துண்டின் நீளம் 
d - d B - B Y - Y 

1 


P 


n 


1 

A H Y 
என்று நிரூபி . குறைந்த தூரத்தின் அளவையும் கண்டுபிடி . 
2. 15 ; நான்முகியின் ( Tetrahedron ) கன அளவு 

A [ x ] > yr > 21 ) B (xg , y?, z2 ) C { xg , ys , zg ) 
D ( x4 , y4 24 ) என்ற புள்ளிகளாலான நான்முகியின் கன அள 
வைக் கண்டுபிடிக்க . 

ABC சமதளத்தின் சமன்பாடு 


X 


Z 


1 


XT 


1 


X7 


y : 22/ 


1 


X8 | 


Ys zs| 


1 


அதாவது , 


Yi 


2 


1 


+ y 


21 | 


1 


1 


2+ 


X1 y1 


1 


ܕ2 


1 


2 ; x3 


1 


** 


Xp y : 1 


1 


33. 


X 


11 


xs y3| 


1 


X1 y1 21 


X , Y , Z 


X3 ys 23 ) 
ABC . யின் சமன்பாட்டை 

x Cost + y Cos + z Cos Y = P 
என்றும் எழுதலாம் . 

ABC முக்கோணத்தின் பரப்பளவு . - என்ற கொள்கை . 
YOZ , ZOX , XOY சமதளங்களின் மேல் ABC- ன் வீச்சு A Cosals 
A Cos B , A Cos ) என்றாகும். 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
YOZ சமதளத்தின் மேல் A , B , C புள்ளிகளின் வீச்சு 
( o , y1 , 2. ) ( 0 , y , z , ) (0, yg > zg ) 


YOZ சமதளத்தின் மேல் ABC- ன் வீச்சு 
- P 

1 


Z9 


1 


9s 28 

1 
எனவே Cosd . A 


y1 71 


1 


1 





ys Zs 


1 


இதுபோல் Cos BA = 


71 


X1 


1 


22 x , 


1 


zs xg| 


1 


CosYA 


X1 91 


1 


x , ya 


1 


1 


8s P s 
எனவே சமன்பாடு ( 1 ) 
21 ( x Cos a + y Cos B + z CosY ) = 


X1 y1 


| 


x2 


ye 


Z9 


Xy y : 


Zs 


என்றாகும் . 


அதாவது , 


2 A P 


= 


XI 


21 


X3 


V , 27 


Xg Ys 23 


OABC நான் முகியின் கன அளவு 


-- 


OCAB நான்முகியின் கன அளவு 
OBCA நான்முகியின் கன அளவு 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 


45. 


எனவே , OABC ன் கன அளவு 


x1 yl 21 


X7 12 


22 


Xy Ys as 
D புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் ( x4 , y ,z4 ) எனவே , ஆதியை 
D- க்கு மாற்றினால் , 
DABC ன் கன அளவு 

X1-34 y1 - y4 21 - Z4 


X2 - X4_ye - y4 zz - 74 


xg -- X4_ys - y4 2s - 74 
31 - X4 yi - y4 21-14 


- 


x ? -x4 ye - ys ze - Z4 


0 


xg - X4_ys - y4 


zs - Z4 


0 


Z4 


1 


x y 21 


1 


Xg y3 22 / 
Xg y 

Zs| 
X4 y4 74 


1 
1 
1 


= 
- 
! 


x y z ! 


1 


X , Y , Z9 | 


1 


X3 


y3 23 / 


1 


அடுத்தடுத்துள்ள நிறைகள் ( rows ) அல்லது நிரல்கள் 
( columns ) மாற்றப்பட்டால் , அணிக் கோவையின் குறி மாறு : 
கிறது . எனவே , 
DABC ன் கன அளவு 

ADBC ன் கன அளவு 


ABDC ன் கன அளவு 


- 


- ABCD ன் கன அளவு 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
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1. A , B , C ன் அச்சு தூரங்கள் முறையே ( 3 , 2 , 1 ) , 
( - 2,0 , - 3 ) , ( 0 , 0 , 2) PABC நான்முகியின் சன அளவு = 5 
என்றால் P- ன் நியமப்பாதையைக் கண்டுபிடி . 


2. நான்முகியின் எதிர் விளிம்புகளின் நீளங்கள் a , b அவை 
களுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம் d . அவைகளுக்கிடையே 
யுள்ள கோணம் 6. அப்படியானால் நான் முகியின் கன அளவு 
abd Sin e 

எனக் காண்பி . 
6 


நான்கு 


சமன்பாடுகள் 


3. நான்முகியின் 
< azx + by + cyz + dr 


முகங்களின் 
( Y = 1 , 2 , 3 , 4 ) 


- 


0 


8 


அப்படியானால் , அதன் கன அளவு 6 D | D , D ; D. 


by 


C 


ddi 


- 


a2 


b , 


C2 


d ., 


b3 | 


ds 


( 4 


ba 


d4 


D. , D , Ds , D4 , என்பவை அணிக் கோவையில் 
d1 . d, , dg , d4 . இவற்றின் இணைக் காரணிகளாகும் . 


4. y + z = 0 , z + x = 0 , x-+ y = 0 , x + y + z = 1 என்ற நான்கு 
சமதளங்களாலான நான்முகியின் கன அளவைக் கண்டுபிடி. 


5. A , B , C , D என்ற நான்கு புள்ளிகள் ஒரே சமதளத்தில் 
உள்ளன . 

A , B , C , D என்ற புள்ளிகள் , ஏதாவது ஒரு சம 
தளத்தின் மேல் A , B , C , D என்ற புள்ளிகளின் வீச்சாகும் . 
அப்படியானால் , AB CD இன் கன அளவு = - ABCD இன் கன 
அளவு என்று காண்பி . 
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சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 


பயிற்சி 19 

A 


- 


1. நிலை அச்சுகளில் 6 , 3 , 4 என்ற துண்டுகளை உண்டாக் 
கும் சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . அந்த சமதளத்தின் 
மேல் ஆதியிலிருந்து வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீள 
மென்ன ? 


2 . நிலை அச்சுகளில் சமமாக துண்டுகளை உண்டாக்கும் சம 
தளம் ( 1 , 2 , 3 ) புள்ளியின் வழியாகச் சென்றால், அதன் சமன் 
பாடு என்ன ? 


3. ( cl , 3 , Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாக ax - by + cz = 0 
என்ற சம தளத்திற்கு இணையாக உள்ள சமதளத்தின் சமன்பாடு 
ax + by + cz = a-+ bs + cY என்று காண்பி . 


4. ( 4 , --1 , 3 ) , (-5 , 2 , 1 ) என்ற புள்ளி களின் வழியாகச் 
செலலும் சமதளம் 3x - 3y - z = 9 என்ற சமதளத்திற்குச் செங்குத் 
தாக இருந்தால் , அதன் சமன்பாடு என்ன ? 


5. ( 2 , 2, 1 ) , ( 5 , 1 , 2 ) என்ற இரு புள்ளிகளின் வழியாகச் 
செல்லும் சமதளம் x + 3y + 3z = 4 என்ற சமதளத்திற்குச் செங்குத் 
தாக அமைந்தால் அதன் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


6. { -1 , 1 , 1 ) , ( 1 , -1 , 1 ) என்ற புள்ளிகளின் வழியாகச் 
செல்லும் சமதளம் x +-2y + 2z = 5 என்ற சமதளத்திற்குச் செங்குத் 
தாக அமைந்தால் , சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

7. x + 2y + 2z = 5 , 3x + 3y + 2z = 8 என்ற சமதளங்கள் 
ஒவ்வொன்றுக்கும் செங்குத்தாக அமையும் சமதளம் ( -1 , 3 , 2 ) 
என்ற புள்ளியின் வழியாகச் சென்றால் , சமதளத்தின் சமன்பாடு 
என்ன ? 


8. x + 2y + 3z = 4 , 2x + y - z + 5 = 0 என்ற சம தளங்கள் 
சந்திக்கும் நேர்கோடு முழுமையாகக்கொண்ட 

சமதளம் , 
5x + 3y + 6z + 8 = 0 என்ற சமதளத்திற்குச் செங்குத்தாக இருந் 
தால் , அதன் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


9. 5x + 3y + 6z + 8 = 0 என்ற சமதளத்திற்கு இணையாக 
உள்ள சமதளம் , 

x + 2y + 3z + 4 = 0 = 3x - 2y + z - 1 
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என்ற நேர்கோட்டை முழுமையாகக்கொண்டால் , அதன் சமன் 
பாட்டைக் கண்டு பிடி . 


10. x + 2y + 2z = 0 , 2x + y_2z = 0 என்ற சமதளங்கள் 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக இருக்கிறதென்றுநிரூபி . ஆதியின் 
வழியாக வரையப்படும் சமதளம் மேற்கண்ட இரு சமதளங் 
களுக்கும் செங்குத்தாக அமைந்தால் , அதன் சமன்பாடு என்ன ? 


என்ற 


11. 2x + 6y - 9z + 3 = 0 , 2x + 6y + 3z - 440 
சமதளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தைக் கண்பிடி . 


12. ( 1 , - ) , 3 ) , ( 3 , 3 , 3 ) என்ற புள்ளிகள் 5x + 2y - 7z + 9 = 0 
என்ற சமதளத்திலிருந்து ஒரே தூரத்தில் இருக்கின்றன என்று 
நிரூபி . அத்துடன் புள்ளிகள் சமதளத்தின் எதிர்பக்கத்தில் 
அமைகின்றன எனக் காண்பி . 


13. x + y + z = 0 , x - z = 0 , x - 2y + z = 0 என்ற மூன்று " 
சமதளங்களிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் தூரங்களின் வர்க்கங்களின் 
கூட்டுத்தொகை 9 ஆனால் , அந்த புள்ளியின் நியமப்பாதையைக் 
கண்டுபிடி . 


14. ax + by + cz + -2fyz + 2gzx + 2hxy == 0 என்றசமன்பாடு . 
ஒரு சமதள ஜோடியைக் குறிக்குமானால் , 

abc + 2fgh - af 2 - bg ? - ch2 = 0 
என்று நிரூபி . 


B 


y - 9 


y - 2 


x - 7 
1 .. 

z + 1 
k 1 

-2 
x + 1 

2 + 3 
5 --3k 2 
என்ற இரு நேர்கோடுகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக இருந் 
தால் , k இன் மதிப்பைக் கண்டுபிடி. 


2 . 


y- 

7 
4 . 


z + 3 
5 


4 


z+ 5 


-- 


y - 4 


என்று 


7 

3 
என்ற கோடுகள் ஒரே சமதளத்தில் அமைகின்றன 
காண்பி . 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 


3. x - 2 = 2y - 6 = 3z 

4x - 11 = 4y - 13 = 32 
என்ற இரு நேர்கோடுகள் ஒரு புள்ளியில் வெட்டுகின்றன என்று 
காண்பி . மேலும் , அந்த கோடுகள் அமையும் சமதளத்தின் 
சமன்பாடு 2x - 6y + 3z + 14 = 0 என்றும் காண்பி , 


4 . 


1 = 3 = 5 


bß 


Z 


n 


1 

m 
என்ற மூன்று நேர்கோடுகள் ஒரே சமதளத்தில் அமைந்தால், 

( c - a ) + 
B 

- 4 

= 0 

Y 
என்று நிரூபி . 


= - 2 


5. 

4x = 3y = 

3 ( x - 1 ) = - ( y + 2 ) - 4z + 2 

நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரத்தைக் 
கண்டுபிடி . 


என்ற 


= 


* 


6. 

끌 y - 2 

2-3 
y - mx 0 
என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த 
கண்டுபிடி . அவைகள் சந்திக்கவேண்டுமானால் , 
நிபந்தனையைக் கண்டுபிடி . 


Z 


தூரத்தைக் 
அதற்கான 


7. x = y = z என்பது 
y + 15 

z -9 
2 
x + 1 

z - 9 
2 ) 
என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள 
குறைந்த தூரக்கோடு 
என்று நிரூபி. 

4 


= 
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8. ( 2 , -1 , 1 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் சென்று , 
2x + y - 4 = 0 

4 = 0 = 2x + 5z 8 
நேர்கோடுகளைச் சந்திக்கும் நேர்கோடுகளின் சமன்பாடு 
களைக் கண்டுபிடி . 


y + 2z 


x + 32 


என்ற 


2x + y 


Z 


9 . 

1 = 0 = x – 2y + 3z 
3x - y + z + 2 = 0 = 4x + 5y 2z 3 

y 
என்ற நேர்கோடுகளைச் சந்தித்து , 

륭 
1 

2 
என்ற நேர் கோட்டிற்கு இணையாக உள்ள நேர்கோட்டின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


= 


z + 2 


z - 5 


4 


10 . 3x + 2y + 4z - 5 = 0 = 2x - 3y + 4z + 1 

2x - 4y + z + 6 = 0 = 3x - 4y + z - 3 
என்ற நேர்கோடுகளைச் சந்தித்து , ஆதியின் வழியாகச் செல்லும் 
நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

11. (7 , 4 , -1 ) என்ற எண்களுக்கு விகித சமமாக உள்ள 
திசை கொசைன்களையுடைய நேர்கோடு , 

x - 1 y - 7 

3 -1 1 
x + 3 y - 3 

3 2 
என்ற நேர்கோடுகளைச் சந்தித்தால் , அதன் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 

12. ( -4 , 3. 1 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச்சென்று 
.x + 2y - z = 5 என்ற சமதளத்திற்கு இணையாகவும் , 

x + 1 y - 3 

2 
என்ற நேர்கோட்டை சந்திக்கும் நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 

13. bx - ay = n , cy - bz = 1 , az - cx = m என்ற சமதளங்கள் 
ஒரு நேர்கோட்டில் சந்தித்தால் , al + bm + cn = 0 என்று காண்பி , 
மேலும் , அந்த நேர்கோட்டின் திசை , விகி தங்கள் a , b , c என்று . 
காண்பி . 


- 
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14. 

x = cy + bz 
y = 0z + ( x | 

z = bx + ay 
என்ற சமதளங்கள் ஒரு நேர்கோட்டில் சந்தித்தால் , a + b + c + 
2abc = 1 என்று நிரூபி . அந்த நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 


Vi - a 

11 
என்றும் நிரூபி . 

x+2 2y + 3 3z + 4 | 
15 . 

5 
என்ற நேர்கோட்டிற்கு ( -2 , 3, -4 ) என்ற புள்ளியிலிருந்து 
4x + 12y - 3z + 1 = 0 என்ற சமதளத்திற்கு இணையாக அளக்கப் 
படும் தூரத்தைக் கண்டுபிடி . 


2 ) , 


y 


16. 


SIN 


. 


7 


n 


என்ற நேர்கோடுகள் நிர்ணயிக்கும் சமதளத்திற்குச் செங்குத்தாக 
அமையும் சமதளம் , 

- A - 1 
என்ற நேர்கோட்டை முழுமையாகக் கொண்டால் அதன் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி. 


X | 
/ 


17. ஆதியிலிருந்து 

க்கு வரையப்படும் 

1 
செங்குத்துக் கோட்டின் சமன்பாட்டையும் , அந்த கோட்டின் 
அடியின் அச்சுதூரங்களையும் கண்டுபிடி.. 


18. ( 8, 9, -10 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் 
நேர்கோடு X - 2 +4 | x + 1 y - 3 

z + 3 | 

என்ற 
3 2 4 ) 5 

6 2 
நேர்கோடுகளுக்குச் செங்குத்தாக இருந்தால் , அதன் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
19 . 

ソート 

z - C ) 

n 
என்ற 

நேர்கோட்டை முழுமையாகக்கொண்ட சமதளம் 
( x , y , z1 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் சென்றால் அதன் 
சமன்பாடு என்ன ? 


뿌 


= 


22 
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20 . 


Ix + my + nz = p 

lx + my = 0 
my + nz = 0 

Haz + lx = 0 
என்ற சமதளங்கள் உருவாக்கும் நான்முகியின் கன அளவைக் 
கண்டுபிடி . 


21 . நான்முகியின் இரு எதிர் விளிம்புகள் ஒரே நீளமாகவும் , 
அதன் நடுப்புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர்கோட்டுக்குச் செங்குத் 
தாகவும் அமைந்தால் , மற்றைய இரு எதிர் விளிம்புகளின் 
ஜோடிகள் அதே தன்மைகளை உடையன என்று நிரூபி . 

22. ABCD நான் முகியின் எதிர் விளிம்புகள் AB , CD 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக உள்ளன . AD , BC இவைகளின் 
நடுப்புள்ளிகளுக்கிடையேயுள்ள தூரம் AC , AD இவைகளின் நடுப் 
புள்ளிக்கிளுக்டையேயுள்ள தூரத்திற்குச் சமமென்று நிரூபி. 


பின்குறிப்பு ( Appendix ) 


கொள்ளாத (skew ) நேர்கோடுகளின் 


சுருக்கமான 


வெட்டிக் 
சமன்பாடு . 


20 


படம் .10 


AB, CD என்பவை கொடுக்கப்பட்ட ஒரு புள்ளியில் வெட்டிக் 
கொள்ளாத இரு நேர்கோடுகளாகக் கொள்க . அவைகளுக்டையே 
யுள்ள குறைந்த தூரம் 2C என்க . அந்தக் குறைந்த தூர நேர் 
கோடு AB-ஐ L என்ற புள்ளியிலும் CD-ஐ M என்ற புள்ளியிலும் 
சந்திக்கட்டும் . LM என்ற நேர்கோட்டின் நடுப்புள்ளியான 


சமதளங்களும் நேர்கோடுகளும் 
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0 வழியாக AB, CD இவைகளுக்கு இணையாக , OG , OH என்ற 
நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தின் சம வெட்டிகளை 
X- நிலை அச்சு , Y- நிலை அச்சு என்று கொள்க . ML- ஐ z- நிலை 
அச்சாகக்கொள்க . OG,, OH 

இவைகளுக்கிடையேயுள்ள 
கோணத்தின் மதிப்பு 20 என்று கொள்க . 


களோடு 9 , 


அப்படியானால், OG , - 0x , OY, OZ என்ற நிலை அச்சு 

TT 

என்ற கோணங்களை உண்டாக்குகிறது . 

2 
எனவே , OG- ன் திசை கொசைன்கள் ( cos e , sing , 0 ) 
என்றாகிறது . 


- 


என்ற 


T TT 
ஆனால் , OH , நிலை அச்சுகளுடன் 

832 + 0 > 

2 
கோணங்களை உண்டாக்குகிறது . ஆதலால் , OH- ன் திசை 
கொசைன்கள் ( cos e , -sin 0 , 0 ) என்றாகிறது . 

L , M இவைகளின் அச்சு தூரங்கள் ( 0 , 0, C)( 0, 0, -C) 
என்றாகிறது. 


எனவே , AB- ன் சமன்பாடு 


cos 91 sin a 

y = tan 9.x 


அல்லது 


2 = C 


CD- ன் சமன்பாடு 
X 

y 
COS 

sin a 
y = -tan 9. x 


z + c ) 


அல்லது 


எனவே , வெட்டிச் கொள்ளாத இரு நேர்கோடுகளின் சமன் 
பாடுகளைச் சுருக்கமாக , 

y = # x tang 

z = + c 
என எழுதலாம் . 


3. அச்சு தூரங்களின் உருவ 

மாற்றம் 


1. ஆதியை மாற்றுதல் : 

நிலை அச்சுகளின் திசைகளை மாற்றாமல் , ஆதியை மாற்றுதல் : 

Ox , OY , OZ என்பவை கொடுக்கப்பட்ட நிலை அச்சுகளா 
கும் . 0 X , O Y , O Z என்பவை , OX, OY , OZ . "என்பவை 
களுக்கும் இணையாக வரையப்படும் புதிய நிலை அச்சுகளாகும் 
பழைய நிலை அச்சுகளை பொருத்து . 0 - ன் அச்சு தூரங்கள் 
( d , s , Y ) எனக் கொள்க. 


ZZ 


y 


படம் -1 


P என்று ஏதாவதொரு புள்ளியை எடுக்க. அதன் அச்சு தூரங் 
கள் பழைய, புதிய நிலை அச்சுகளை (x, y, z ) , பொருத்தவரை 
( x , y , z ) என்க . 
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P யிலிருந்து YOZ சம தளத்திற்கு PL என்ற செங்குத்துக் 
கோடு வரைக . அதே செங்குத்துக்கோடு Y O Z சமதளத்தை 
L என்ற புள்ளியில் வெட்டட்டும் . 


PL = x 
PL = x 
= L L 

0 லிருந்து YOZ சமதளத் திற்கு வரையப் 
படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் . 


எனவே , 
அதுபோல் , y y + B 

z + Y 
2. நிலை அச்சுகளின் திசைகளை மாற்றுதல் : ஆதியை மாற்றாமல் , 

நிலை அச்சுகளின் திசைகளை மாற்றவேண்டியது . 
11 , 1 ,, m2) 1g . ms . 

என்பவை 
Ox , OY , 0Z என்ற நிலை அச்சுகளைப் பொருத்து , OX , OY , 02 
என்ற புதிய நிலை அச்சுகளின் திசை கொசைன்களாக கொள்க .. 


ml ) 


n , ; 


ng 


2 


P { x } , z ) 
* ( * , z } } 


படம் . 12 


இரண்டுவகை நிலை அச்சுகளை பொருத்து , ஏதாவது ஒருபுள்ளி 
P இன் அச்சு தூரங்கள் முறையே , ( x , y, z ) ; { x , y , z ) என்று 
எடுத்துக்கொள்வோம் . 


P யிலிருந்து X OY சமதளத்திற்கு PN என்ற செங்குத்துக் 
கோடு வரைக , X OY சமதளத்தில் 0X செங்குத்தாக N L ! 
என்ற நேர்கோடு வரைசு . அப்படியானால் , OL = x , L N = y ; 
P = z . 
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OXஇன்மேல் OPஇன் வீச்சு , OL , I N , N P என்பவை 
களின் வீச்சுக்களின் கூட்டுத் தொகைக்குச் சமம். 
ஆதலால் , 

x = x + y + z 
அதேபோல் , 

y = m x + my y + my z 

z = ny x + na y + ng z 
இதே மாதிரி முறையைப் பயன்படுத்தி , 

11 x + mly + 71 z 
1 , x + mg y + ng z 

ls x + m, y + 11g z 
எனக் காண்பிக்கலாம் . 


( A ) , ( B) இவைகளின் மூலம் கிடைத்த முடிவுகளைக் கீழ்க் 
--கண்ட அட்டவணையில் எழுதலாம் . 


X 


} 


Z | 


* 


my 


y 


mg 


he 


Z1 | 


18 


ms 


ng 


பயிற்சி 20 


1. ஆதியை மாற்றாமல் , ( 1,0 , 0 ) ; ( 2, 1, -1 ) , ( 1 , -1, 1 ) 
என்பவற்றை திசை விகிதங்களாகக்கொண்ட நிலை அச்சுகளை 
பொருத்து 

2x " + 3y + 4z + 2xy + 4yz + 5zx = 0 
என்ற மேற்பரப்பின் புதிய சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி. 


அச்சு தூரங்களின் உருவ மாற்றம் 
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--m 


) 


. 


. 


+ m 


-ima 


- ) 


VIP + my 


. 


. 


மா , க. 2 . ஆதியை மாற்றாமல், 

1 

. 
ms 
--- In 

+ 
VIP 

+m 
[ l , m , n ] என்பவைகளை திசை கொசைன்களுடைய நிலை அச்சு 

0 
களைப் பொருத்து 1x + my + nz = 0 என்ற சமன்பாடு z = 
என்று மாறும் . 
இதை உபயோகப்படுத்தி , 
ax by: = 2 z ; Ix + my + nz = 0 என்ற வரைகோடு ஒரு 
செவ்வக அதிபர வளைவாக அமையவேண்டுமானால் , 

( a + b ) n + am * + b12 - 0 என்று காண்பி. 
3. ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று நேர்கோடுகளின் திசை 

கொசைன்களுக்கிடையேயுள்ள தொடர்பு. 

மூன்று நேர் கோடுகளின் திசை கொசைன்களை 11 , my , ny ; 
1g , mg , ng ; lg , mg , ns எனக் கொள்வோம் . 
எனவே , 
11 * + ma * + n 

1 
12 + 12 + 121 

( A) 
1 , + ms + ng 
அவைகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக இருப்பதால் , 

1,19 + mz mg + nang 
lg 1 , + mg m ] + ng ny 

(B ) 
1 , 1 , + my ma + n ny 
( B ) இல் உள்ள இரண்டாவது , மூன்றாவது சமன்பாடுகளிலிருந்து , 

m 
ma ns 

- mg he 
ஒவ்வொன்றும் . 

112 + my " + ni 
111 { ma ns 
1,2 + ml + ni 


2 


2 


== 


nal 


hal, 


= 


mgry ) 


2 


11 


ml 


01 


Ha| 


12 


13 


1s 
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மேலும் , 


9 


mgng) 

) 2 


= VIP + m * - 
11 
Vz( mghs 
= Vli + my + n 
( 1 , + mg + n " )( 19 " + mgr + ng ) 

-1, m , mg + ngag ) ? 


= +1 


D1 = 


11 ml 


11 


l , my 


is my ng 

+ = 1 
ஆகவே , 
11= D ( mghg - mghg) ; mi = D { n , lg -mgl; ) ; 

n = D ( lzmg - lgms ) 
அதுபோல் , 
1, = D {mgn ) - mang ) ; m , = D ( ngl1 - nila ) ; 

ng = D { lgmx - Img ) 
le = D { ming - mani ) ; mgD ( nil - n ,l1 ) ; 

ng = D [ l ] mz - gms) 
எனவே , 
11 +1 , + lg : = Dz li { mgng mgng ) 

= D 

ly my 1 


1 , mg 


12 


19 ms ng 


= D2 


(C) 


அதுபோல் , 

my + my + mg2 = 1 

niº + ng ? + ngº = 1 
muhi + mzn2 + mghs = Dz n ( nels – nal , ) 

= D 

Mi m , mg 


ni 12 13 


= 0 


59: 


அச்சு தூரங்களின் உருவ மாற்றம் 


மூன்று 


அதுபோல் , 
nill + r ,l, + ngls = 0 

( D 
11my + l , m , + lgms = 0 
( C ) ( D ) தொடர்புகளை வேறுவிதமாக எளிதில் கண்டுபிடிக்கலாம் . 
எடுத்துக்கொண்ட 

நேர்கோடுகளை நிலை அச்சு 
களாககொண்டால் . OX , OY , 0Z என்ற நேர்கோடுகளின் திசை 
காசைன்கள் 11,1,, lg ; my , mp, mg ; ny , ng , 119 என்றாகும் . 
ஆகவே , 

12 + 1,2 +12 = 1 
my 2 + m , 2 +mg2 = 1 
nº + ngºing = 1 
muni + mghz + mghg = 0 
nil + nil, + ngls = 0 

Irmy + lam , + lgms = 0 
கிளைத் தேற்றம் : 

- 11 , m1 , 11 ; 12 , mg , ne ; lg, mg ; ng என்பவை மூன்று 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான நேர்கோடுகளின் திசைகொசைன் 
களானால் , 

11 my 11 


1 , mg 


ma 


= +1 


ls ms 


13 


ஏனெனில் , 
D = 

11 my 


111 


11 m1 


11 


1 , ms 


ne 


X 


l , m2 


13 ms 


-- 


13 m₂ ng 

173 
11 : + mx2 + n 2 111 , + mm2 + nan , 1119 + mums + ning 
111 , + mjms + ning 1, + ma + ng " lils + mgns + ngn , 
111 + mgms + nin , 1 , ls + mam , + ngh , 13 + ms + ng 

1 0 0 


0 


1 0 


0 


0 1 
எனவே , D == 1 . 
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3.4 . மாற்றமிலிகள் ( Invariants ) 

ஆதியை மாற்றாமல் , நிலை அச்சுகளின் திசைகளை மட்டும் 
மாற்றினால் , 

ax + by : + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy என்ற கோவை 

a x2 + b y + c z3 + 2f yz + 2g zx + 2h xy என்ற கோவையாக 
மாறினால் . 

( 1 ) a + b + c = a + b + c 
(2) ab + be + ca - f - g3-- h = a b +b c + c a - f 3 - g -- 
( 3 ) 

a h g 


h b f 


என்று 


Ox , Oy , Oz ; OX , 0Y , 0Z 

இருவிதமான , 
0 என்ற ஒரே ஆதியின் வழியாகச்செல்லும் நிலை அச்சுகளை 
எடுத்துக் கொள்க. P என்ற புள்ளியின் அச்சுகள் முறையே 
( x , y, z) ; ( X , Y, Z) என்றானால் , 

OP == x2 + y +za 

= X + Y24-22 
எனவே, x + y ? + z என்பது X + Y2 + Z ? என்றாகிறது . 
மேலும் , ax + by + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy என்பது , 
alX * + b1Y2 + c17 * + 2 fIYZ + 2g ZX + 2h XY என்றாகிறது . 
A என்பது ஏதாவது ஒரு மாறிலியானால் 
( a + A ) x + {b + A ]y ? + ( c + X ] z + 2fyz + 2gzx1 + 2hxy என்பது , 

(a + A ] X + (b + X } y {c + A ) Z + 2f1YZ + 2g1Z X + 2h XY 
என்றாகிறது . 

1 . கோவை இரண்டு நீட்டலுக்குரிய காரணிகளின் பெருக்க 
மாக இருக்கவேண்டுமானால் , 

ata h 

g 


h 


b + A f 


f c + A 
அதாவது , 
( 3 + 2 ( a + b + c ) +1 (bc + ca + ab - fs - g - h ) 

+D = 0 


-- ( 3 ) 
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அதேமாதிரி ( 2) கோவை அமைய வேண்டுமானால் , 

a + > 


b + > f = 0 

8 f c + > 
X ° + \ ( x + b c ) + 1 (b c + c a + a b - f , -g s - h , ) 

+ D = 0 - ( 4 ) 
( 3 ) , ( 4) சமன்பாடுகளின் மூலம் கிடைக்கும் 2 -ன் மதிப்புகள் 
ஒன்றாக இருக்கவேண்டும் ஆதலால் , 
a + b + c 

a + b + c 
ab + be + ca - fe - g -- h " = a b + b c + c a - f - g - 
D = 

a h g 


= 


h b f 


= D = 


குறிப்பு 1 : ( a + b + c); ( ab + bc + ca - fe - g - h * ) ; D என்பவை 
மாறாமல் இருப்பதால் அவைகளை மாற்றமிலிகள் 
கூறுகிறோம் . 


எனக் 


குறிப்பு 2 : bc + ca + ab - fe - g - h 

= (bc - f ) - ( ca - g " } + ( ab -- h ) 

= A + B + C 
A , B , C என்பவை D அணி கோவையின் a , b, c என்பவை 
களின் இணைகாரணிகளாகும் . அதாவது, 
(a + b + c) ; ( A + B + C ) ; D என்பவை மாற்றமிலிகள் . 

பயிற்சி 21 


1. ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான கோடுகள் OA , OB , 00 .. 
என்பவைகளின் திசை கொசைன்கள் ( li , ma , ny , ) ( l,, mg , n ) . 
( lg > mg , ng ) என்றும் , OA = OB = 0C = a என்றும் இருந்தால் , 
ABC சமதளத்தின் சமன்பாடு ( 11 + 1, + lg ) x + ( mi + ma + ms ) y + 
( 11 + n + ng ) z = 0 என்றாகிறதென்று நிரூபி , 
மா.க 2 . 

3x -- 6y - 5z + 3 = 0 
6x - 9y- 8z + 3 = 0 

x - y- z + 2 = 0 
என்ற சமதளங்கள் ஒரு பட்டகத்தை உருவாக்குமென்று நிரூபி- 
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3.5 . சமதளம் உண்டாக்கும் மேற்பரப்பின் வெட்டுமுகம் 

சமதளத்தின் சமன்பாடு Ix + my + nz = 0 என்று கொள்க . 
இங்கு 12 + m2 + n ? = 1 அப்படியில்லையென்றால் கொடுக்கப்பட்ட 
கோவையை , V 12 + m ? + n ? என்பதால் வகுக்க . 


0 % என்பதை புதிய z- நிலை அச்சாகக் கொள்க . 

0z- ஐ 
கொடுக்கப்பட்ட சமதளத்திற்கு 0-ன் வழியாக வரையப்படும் 
செங்குத்துக் கோடாகக் கொள்க . மேலும் , 05 , 0Z-னுடன் குறுங் 
கோணம் உண்டாக்குமாறு செய்க . அப்படியானால் , 0X , OY , 0Z 
என்ற நிலை அச்சுகளைப் பொருத்து 05- ன் சமன்பாடு , 


X 


- 


1T 


y 

= 
m 


என்றாகிறது 


7 


Oz- க்கு செங்குத்தாக ZOz சமதளத்தில் , 05 என்ற கோடு 
வரைக . இதுவும் 0Z- னுடன் குறுங் காணமே உண்டாக்கும் . 


0 - க்கும் 07 - க்கும் செங்குத்தாக 
கொள்க . 


Ot- வை எடுத்துக் 


அச்சாகக் 


அப்படியென்றால் 0 , 00 , 0z புதிய நிலை 
கொள்ளலாம் . 


கொடுக்கப்பட்ட சமதளம் - 01 என்றாகிறது . 0 , 
0 க்கும் , Oz- க்கும் செங்குத்தாக இருப்பதால் அது 014 
சமதளத்திற்கு செங்குத்தாகும் . அதனால் அந்த சமதளத்தில் 
உள்ள 07 நேர்கோடு 02 - க்கு செங்குத்தாகும் . எனவே , 02 , 
XOY சம தளத்தில் அமையும் . அதாவது 0£ , XOY சமதளம் , 
* 01 சமதளம் இவை இரண்டிற்கும் 

பொதுவான 

நேர் 
கோடாகும் . 


உன் 


z0-ன் சமன்பாடு 


-- 


y 
m 


என்பதாகும் . 0 றன் திசைகொசைகள் , A , H.v 


1 


என்றால் , 

ly + my + ny = 0 
( 07. { 0 ( சமதளத்தில் அமைகிறது ) 

my - l = 0 
( 01 , z07 சமதளத்தில் அமைகிறது. ) 
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அச்சு தூரங்களின் உருவ மாற்றம் 


எனவே , 


A 


2 


- 


mn 


V 


. 


- (12 + m ?) 

2 
17 

12 + m / -n | 
= + 1 
V 12 + m / n 


01 வானது 07 - னுடன் குறுங்கோணத்தை உண்டாக்குவ 
தால் - மிகையாகும் . 


+ குறியில் -1 குறியைக் கொள்க . 


In 

- mn 
H = 
V12 + m 

Va + m ? 


= Vls + m 


ok , 07 , 0z என்ற இரு நேர்கோடுகளுக்கும் செங்குத்தாக 
இருப்பதால் , அதன் திசை கொசைன்கள் 

nu - mv , Iv - nAmA - IL 
அதாவது , 


-m 


Vl + m 


O 


V12 + m 


அப்படியென்றால் நிலை அச்சுகள் மாறுவதால் ஏற்படும் 
அச்சு தூரங்களின் மாறு தலை விளக்க கீழ்கண்ட பட்டியல் உப 
யோகமாகும் . 


X 


Z 


- m 


1 


w 


VIP+ m 


O 


12 + m 


- 


--mn 


VIP + m " 


I + m 


V1- + m * 


M 


1 


m 


T 


எனவே , lx + my + nz = 0 என்ற சமதளம் 
மாறும் . 


= 0 


என்றும் 


64 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


மேற்பரப்பின் சமன்பாட்டை , பட்டியலை உபயோகித்து 
அதற்கான புதிய சமன்பாட்டை கணிக்கவும் . எந்தவிதமான 
சமன்பாடாக இருந்தாலும் x = 0 என்பதால் , ஏற்படும் வெட்டு 
முகத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடிப்பது மிக சுலபம் . 


பயிற்சி 22 


1. ax + by + cz? = 1 என்ற மேற்பரப்பில் 1x + my + nz = P 
என்ற சமதளம் உண்டாக்கும் வெட்டு முகம் ( 1 ) பரவ வளைவு 
( 2) நீள்வட்டம் ( 3 ) அதி பரவ வளைவு என்பதற்கான நிபந்தனை 
களைக் கண்டுபிடி . 


2. Ix + my = 

0 

என்பது 
ax2 + by + cz + 2hxy 1 என்பதின் வட்ட வெட்டு 
முகமானால் , 

( b c ) 12-2blm + ( a - c ] m2 0 
3. ax + bye + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy + 2ux + 2vy + 2wz + d 
என்ற கோவை ஆதியை மாற்றாமல் , நிலை அச்சுகளின் திசைகளை 
மாற்றுவதால் ஏற்படும் மாறுதலினால் , 

a + b + c ; us + y + w என்ற கோவைகள் மாற்றமிலிகள் 
என்று நிரூபி . 


கோளம் 


வரையறை : நிலையான புள்ளியிலிருந்து மாறாத தூரத்தி 
லுள்ள ஒரு புள்ளியின் நியமப் பாதையே கோளமாகும் . 

நிலையான புள்ளியை கோளத்தின் மையமென்றும் மாறாத 
தூரத்தை ஆரை ( Radius ) என்றும் கூறுவோம் . 


4.1 . கோளத்தின் சமன்பாடு 

மையத்தின் அச்சு தூரங்கள் ( a , b , c) என்போம் . கோளத் 
தின் ஆரை / எனக் கொள்வோம். 

x , y , z) என்பது கோளத்தின் மேலுள்ள ஏதாவது ஒரு 
புள்ளியின் அச்சு தூரங்களானால் ( a , b , c ) என்ற புள்ளியிலிருக் 
துள்ள தூரம் = r. 
அதாவது , ( x - a ) + ( y - b } + ( z - c = 79 

x + ya + z ? - 2ax - 2by - 2cz 

+ ( a + b3 + c - r ) = 0. 
இது கோளத்தின் சமன்பாடாகும் . 
கவனிக்க வேண்டியவை . 


1. சமன்பாடு இரண்டாம் படியாகும் . 
2 , x , y , z? இவைகளின் குணகம் சமமாகும் . 


3. xy , yz , zx என்ற உறுப்புகள் இங்கு இல்லை , 


அப்படியானால் , மேலே கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று விதி 
களைக்கொண்ட சமன்பாடு கோளத்தைக் குறிக்க வேண்டும் . 

ax + y + z ) + 2ux + 2vy + 2wz + d = 0 { 1 ) - 
என்பது மூன்று விதிகளைக் கொண்டது . 


5 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


எனவே , 


(x + * ) + ( y+ 2 ) + ( = + x ) 


u - + v + w2 - ad 


அதாவது ( 1 ) சமன்பாடு , 


P 


W 


( " , 


என்பதை மையமாகவும் 


al 


a 


Vu + yl + w ? _ad என்பதை ஆரையாகவும் , 


சி 


கொண்ட கோணத்தைக் குறிக்கும் . 
குறிப்பு 1 : u + v + w - ad < 0 என்றால் 
ஆரையும் அதனால் சோளமும் மெய்யிலாததாக அமையும் . 


x + y + z + 2ux + 2yy + 2wz + d = 0 என்பதை 
கோளத்தின் பொதுவான சமன்பாடாகக் கொள்ளலாம் . 


குறிப்பு 2 : 


பயிற்சி 23 


1. ( - 1 , - 3, 2) என்ற புள்ளியை மையமாகவும் ( 1 , 1 , 1 ) 
என்ற புள்ளியின் வழியாக செல்லும்படியாகவும் அமையும் 
கோளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


2. x + y + z " - 2x - 4y - 6z - 2 = 0 என்ற கோளத்தீன் 
மையத்தையும் , ஆரையையும் கண்டுபிடி . 

3. A ( 2, - 3 , 4 ) B ( 2 , 1 , -1 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
நேர்கோட்டை விட்டமாகக்கொண்ட கோளத்தின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 


4. ( a, b , c) என்ற நிலையான புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் 
-சமதளத்தின்மேல் ஆதியிலிருந்து வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் அடி x + y + z - ax - by - cz = 0 என்ற கோளத்தில் 
அமையுமென்று நிரூபி . 


4.2 . நான்கு புள்ளிகளின் வழியே செல்லும் கோளம் 

கோளத்தின் பொதுவான சமன்பாட்டில் நான்கு மாறிலிகள் 
உள்ளன . இந்த நான்கு மாறிலிகளை நிர்ணயிக்க , நான்கு கட்டுப் 
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கோளம் 


பாடுகளைக் கண்டுபிடிக்கவேண்டும் , அந்த நான்கு கட்டுப்பாடுகள் 
ஒருபடிச் சமன்பாடுகளாகவும் , அவை ஒன்றையொன்று சாராத 
தாகவும் இருந்தால் நான்கு மாறிலிகளின் மதிப்புகள் ஒரே 
முறையில் நிர்ணயிக்கப்படும் . 

உதாரணமாக ஒரே சமதளத்தில் அமையாத நான்கு புள்ளி 
களை எடுத்துக்கொள்வோம் . 


( x , y1 , z1 ) ; ( x ,, ye , zs ) ; ( xg , yg : zg ) ; (xy , y4 , 24 ) 
என்பவை அவைகளின் அச்சு தூரங்களாகும் . 


அவைகளில் ஒன்று ( xy , y , z | ) கோளத்தின்மேல் இருந்தால் , 

( x + y1 + z : ) + 2ux + 2vg : + 2wze + d = 0 
இது போல் மூன்று கட்டுப்பாடுகளைக் கண்டுபிடிக்கலாம் . 
[ கோளத்தின் சமன்பாடு 

x + y * + z + 2ux + 2vy + 2wz + d = 0 எனக் கொள்க ) 
எனவே இவைகளிலிருந்து u, v , w, d என்ற நான்கு மாறிலி 
களை நீக்கினால் நமக்குக் கிடைப்பது , 
x + y + z x } 

1 


Z 


21 


1 


0 


Z2 


1 


xt " + y + zi x y1 
xx + y , + zy x, yz 
xs + ys + zs * xg ys 
x4 * + y4 + z4 x4 y4 


Zs 


1 


24 


1 


வழியாகச் 


செல்லும் 


இதுவே நான்கு புள்ளிகளின் 
கோளத்தின் சமன்பாடாகும் . 


பயிற்சி 24 
( 0 , 0 , 0 ) ; ( -1 , 1 , 1 ) ; ( 1 , -1 , 1 ) ; ( 1 , 1 , -1 ) என்ற 
நான்கு புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் கோளத்தின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி , அதன் மையத்தையும் ஆரை யையும் 
நிர்ணயி . 


2. ( 0 , 0 , 0 ) ; ( --- a, b , c ) ; ( a , - b , c ) ; ( a, b , - c ) என்ற 
புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் கோளத்தின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . அதன் ஆரையை நிர்ணயி . 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


3 . 


Z 


x = 0 , y = 0 , z = 0, 

+ + 

-1 என்ற முகங் 

b 
களையுடைய நான்முகியைச் சுற்றி வரையும் கோளத்தின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

4. ( 0 , 0 , 0 ) ; ( 0, 1 , -1 } , ( -1 , 2, 0 ) ; ( 1 , 2 , 3 ) என்ற 
புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் கோளத்தின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 

5. (3 , 0 , 2 ) ; { --1, 1 , 1 ) ; ( 2 , -- 5 , 4 ) , என்ற மூன்று புள்ளி 
களின் வழியாகச் செல்லும் கோளத்தின் மையம் 4x + 3y + 2z = 1 
என்ற சமதளத்திலிருந்தால் அதன் சமன்பாட்டைக் கண்டு பிடி , 


4.3 : கோளத்தின் சமதள வெட்டு முகம் 

கோளத்தின் சமதள வெட்டு முகம் அதாவது கோளத்திற் 
கும் சமதளத்திற்கும் பொதுவாக உள்ள புள்ளியின் நியமப் 
பாதை ஒரு வட்டமாகும் . 

10 என்பது கோளத்தின் மையமாகக் கொள்க . 


படம் . 

- 13 
P என்பது சமதள வெட்டு முகத்தில் ஏதாவது ஒரு புள்ளி 
யாகக் கொள்க . அந்தச் சமதளத்திற்கு ON என்ற செங்குத்துக் 
கோடு வரை. N அதன் அடியாகட்டும் . 

NP என்ற நேர்கோடுள்ள சமதளத்திற்கு ON செங்குத்தாக 
இருப்பதால் ON Ir NP . 

OP2 = NP + ON 
இதில் 0, N என்பவை மாறாத புள்ளிகள். OP = கோளத்தின் 
ஆரை , 

அதனால் NP ? = மாறிலி 
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கோளம் 


இதில் N மாறாத புள்ளி. ஆதலால், P- ன் நியமப்பாதை ஒரு 
வட்டமாகும் . 

குறிப்பு : சமதளம் , கோளத்தின் மையத்தின் வழியாகச் 
சென்றால் வெட்டு முகம் ஒரு பெரு வட்டமாகும் (Great circle ). 


பயிற்சி 25 
1. ( a , b , c ) என்ற நிலையான புள்ளியின் வழியாகச் செல் 
லும் சமதளம் நிலை அச்சுகளை A , B, C, புள்ளிகளில் வெட்டு 
கிறது. ) ABC கோளத்தின் மயத்தின் - நியமப்பாதை 

b 
+ + 2 என்று நிரூபி . 


4 


X 


2 


2 , ( A , B , Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாகவும் x + y = a , 
z = 0 என்ற வட்டத்தின் வழியாகவும் செல்லும் கோளத்தின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி. 


4.4 . கொடுக்கப்பட்ட விட்டத்தையுடைய கோளம் : 

A { x , y , zy ) B { xg , y , zg) என்ற புள்ளிகளின் சேர்க்கையை 
விட்டமாகக் கொண்ட கோளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டு 
பிடிக்க. 

அப்படி வரையப்பட்ட கோளத்தின்மேல் P { x • y , z ) என்ற 
பொதுவான புள்ளியை எடுத்துக் கொள்க . PAB சமதளத்தினால் 
போளத்திற்கு ஏற்படும் வெட்டு முகம் ஒரு வட்டமாயும் , அந்த 
வட்டத்திற்கு AB விட்டமாக அமைவதாலும் , 

LAPB : 900 
அல்லது PA IF PB 
PA , PB என்ற நேர்கோடுகளின் 

திசை 

கொசென்கள் 
மூறையே , 


x - X1 

y- Y1 >> z - z ! 
x - X2 , y - Y2 , z - z , என்பவைகளுக்கு விகித சம 
மாகும் . 

எனவே , 
(x - x ) ( x - x , ) + { y -y ) (y - ya ) + ( z - z } ) 

( z - z , ) = 0 
இதுவே கோளத்தின் சமன்பாடாகும் . 


என்ற 


70 

முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
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1. (2 , 7, 5), (8 , - 5, 1 ) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
நேர்கோட்டை விட்டமாக உடைய கோணத்தின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 

2. x + y + z 2ux : + 2 • 1 y + 2w | z + dy = 0 என்ற 
கோளம் , 

x + y + z " + 2u , x + 2yz y + 2w , z + d, = 0 

கோளத்தைப் பெருவட்டத்தில் வெட்டுவதற்கான 
நிபந்தனை 

2u uz + 2y V2 + 241 w , - d d , = 2r , 
1, என்பது இரண்டாவது கோளத்தின் ஆரைடெனக் கொள்க . 
4.5 . மூன்று பரிமாண வரை கணிதத்தில் வட்டத்தின் சமன்பாடு 

வட்டமென்பது அதன் சம தளத்தை ஏதாவது ஒரு கோளம் 
வெட்டும் வெட்டு முகமாகும் . அதாவது, வட்டத்தின்மேல் உள்ள 
புள்ளிகள் , கோளம் , சமதளம் இவைகளின் மேல் உள்ள பொதுப் 
புள்ளிகளாகும் . எனவே வட்டத்தை , கோ எம் , சமதளம் 
இவைகளின் சமன்பாடுகளினால் குறிக்கலாம் . 
உதாரணமாக , 
x2 + y + +2 ux + 2yy + 2 wz + d = 0 

lx + my + nz = P 

இரு சமன்பாடுகளும் கூட்டாக ஒரு வட்டத்தைக் 
குறிக்கும் . 

குறிப்பு -இரு கோளங்களின் சமன்பாடுகளும் கூட்டாக ஒரு 
வட்டத்தைக் குறிக்கும் . 


என்ற 


பயிற்சி 27 
1. (0 , 0 , 0 ) ; ( a, 0 , 0 ) ; ( 0 , b 0 ) ; ( 0 , 0 , c ) என்ற 
நான்கு புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் கோளத்தின்மேல் 

+ 

= என்ற சமதளம் உண்டாக்கும் வெட்டு முக 
b 
மான வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


x 


+ 


4 


2. (x , y , z ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் 
சம தளங்கள் , ( x + y2 + z ) = r கோளத்தின்மேல் ஏற்படுத் 
தும்வெட்டு முகங்களின் மையங்கள் x ( x - x ) + y ( y - y ) 
+ z ( z - z ) = 0 என்ற கோளத்தின் மேல் அமையு மென்று 
காண்பி . 
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3. (2,3 , -4 ) என்ற புள்ளியை மையமாகக்கொண் . 
வட்டம் x2 + y + z3 + 4x - 2y - 6z + 5 = 0 என்ற கோளத்தின் 
மேலிருந்தால் , அதன் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

4. x2 + y ? + z ? = 36 என்ற கோளத்தின்மேல் ஒரு சம 
தளம் உண்டாக்கும் வெட்டு முகமான 

வட்டத்தின் மையம் 
(-2 , 3 , 4 ) என்றாகும் . எனின் , சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 

5. x2 + y = a ?, z = 0 என்ற வட்டத்தின் வழியாகச் செல் 
லும் கோளத்தின் மேல் (d , B , Y ) என்ற புள்ளி அமைந்தால் , 
கோளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

6. ( x , y1 : 21 ) என்ற புள்ளியை மையமாகவுள்ள x + y * 
+ z2 = a ? கோளத்தின் வெட்டுமுகத்தின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 

7. ( 5 , 0 , 2) ; ( 2 , -6 , 0) ; (7 , - 3, 8) ; (4 , - 9 , 6) என்ற 
நான்கு புள்ளிகளும் ஒரே வட்டவரையில் அமைகின்றன என்று 
நிரூபி , 

8. x + 2y + 23 15; x + y + z -2x - 4y + 11 = 0 என்ற 
வட்டத்தின் மையத்தையும் ஆரையையும் கண்டுபிடி . 


= 


46. கொடுக்கப்படும் வட்டத்தின் மூலம் வரையப்படும் கோளம் : 

S Alu = 0 என்ற சமன்பாட்டைக் கவனி . 

S = x + y + z " + 2ux + 2yy + 2 wz + d = 0 
என்பது ஒரு கோளத்தையும் , 

U = lx + my + nz - p = 0 
என்பது ஒரு சமதளத்தையும் குறிக்கும். 

அப்படியெனின் , ( 1 ) S = 0 , U = 0 என்ற வட்டத்தின் 
மூலம் வரையப்படும் கோளத்தின் பொதுவான சமன்பாட்டைக் 
குறிக்கும் . A- க்கு வெவ்வேறு மதிப்புகள் கொடுக்கப்படும் போது 
1 ) வெவ்வேறு கோளங்களைக் குறிக்கும் , 
அதேபோல் , 

S + XS = 0 என்பது 
S = 0 , S = 10 என்ற இருகோளங்கள் சந்திக்கும் வட்டத்தின் 
மூலம் வரையப்படும் கோளத்தின் பொதுவான சமன்பாட்டைக் 
குறிக்கும் . 
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பயிற்சி 28 
x + y + z + 2x + 3y + 6 = 0 
- 2y + 4z - 9 == 0 என்ற வட்டத்தின் மூலம் வரையப்படும் 
கோளம் , x + y + z 2x + 4y - 6z + 5 = 

0 
என்ற கோளத்தின் மையத்தின் வழியாகச் சென்றால் , அதன் 
சமன் பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
2. x " + y + z " + 10y - 4z 

- 8 = 0 
x + y + z = 3 என்ற , பெருவட்டத்தையுடைய கோளத்தின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
3. x + y 

; z = 0 என்ற வட்டத்தின் மூலம் வரையப் 
படும் கோளம் x + 2y + 2z = 0 

என்ற சமதளத்தினால் 
3 ஆரையையுடைய வட்டத்தில் வெட்டப்பட்டால் , அதன் சமன் 
பாடு என்ன ? 


x * + y* + z * - 2x + 3y + 4z 5 10 , 

5x + 6z + 1 = 0 ; 
x + y * + z – 3x - 4y + 5z - 6 = 0 , 

x + 2y -7z = 0 
என்ற இரு வட்டங்களும் ஒரே கோளத்தில் அமையும் என்று 
நிரூபி . மேலும் , அதன் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


4-7 . கோளம் , நேர்கோடு இவைகளின் சந்திப்பு : 
x + y + z + 2ux + 2vy + 2wz + d = 0 

y - B z - Y 


m 


1 


என்பவை முறையே கோளம் , நேர்கோடு இவைகளின் சமன் 
பாடுகளாகக் கொள்க . 

நேர்கோடுகளின் மேல் உள்ள எந்தப் புள்ளியின் அச்சுத் 
தூரங்களையும் , 

< + IY + B + gmY + Y = nY 
என்று எடுத்துக்கொள்ளலாம் . புள்ளி கோளத்தின் மேலிருந்தால் , 

( d + / Y) * + { B + mY ) * + ( Y + nY) + 2u ( d + pY ) 
+ 2y ( B + my ) + 2w (Y -- nY) + d = 0 
Y ( 1 " + m + n ) + 2Y [ 1 {d + u ) + m ( B + v) 
+ n { Y + w] ] + [ u * + B2 + Y + 2ud + 2y 3 + 2wY 
+ d ] = 


= 0 . 


கோளம் 


731 


இது 7-ல் இருபடி சமன்பாடாகும் . ஆதலின் , இரண்டு மதிப்பு 
கள் Y1 Y , என்று கிடைக்கும் . Y , Y , என்பவை கோளம் , நேர் 
கோடு சந்திக்கும் புள்ளிகள் ( d , s , Y ) என்ற புளளியிலிருந் 
துள்ள தொலைவின் விகிதங்களாகும் . 
எனவே , 

நேர்கோடு கோளத்தை இரண்டு புள்ளிகளில் 
வெட்டுகின்றதென்று கூறலாம் . 
4-8 . புள்ளியின் திறன் ( Power of a point ) : 

A என்ற புளளியின் வழியாக கோளத்திற்கு ஒரு நாண் 
வரைந்து , அது P , Q என்ற புள்ளிகளின்மேல் கோளத்தில் 


வெட்டினால் , 


3 


AP = Y , AQ = Y , 
AP , AQ | கோணத்தைப் பொறுத்து A ன் திறன் . 

Y1 Y , 

d + B2 + Y + 2uL + 2yB + 2wY + d 
இந்த மதிப்பு P , Q , இவைகளின் அச்சு தூரங்களைப் பொறுத்து 
இல்லாததால் , AP, AQ = மாறிலி என்று கொள்ளலாம் , 


பயிற்சி 29 
ஒரு புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் ஒன்றுக்கொன்று செங் 
குத்தான மூன்று கோடுகளின்மேல் கோளம் வெட்டுத் 
துண்டுகளை உண்டாக்கினால் , வெட்டுத் துண்டுகளின் வர்க்கங் 
களின் கூட்டுத்தொகை ஒரு மாறிலியாகும் . 


49. தொடுதளத்தின் சமன்பாடு : 

x + y+ z + 2ux + 2vy + 2wz + d = 0 என்ற கோளத்திற்கு , 
( d, s , Y ) என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுதளத்தின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடிக்க . 

(d , B , Y ) வின் வழியாகச் செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன் 
பாட்டை , 

B z - Y 

எனக்கொள்ளலாம் 
ப 
நேர்கோடு , கோளம் இவைகளுக்குப் பொதுவான புள்ளி ( U , B.Y ) 
என்ற புள்ளியிலிருந்து , Y என்ற தூரத்தில் இருந்தால் Y- ஐ 

சமன் படு , 
Y ( 1 " + m + n ), + 2Y [ 1 ( d + u) + m (B + y ) 
+ n ( Y + w] ] + [ { + p + Y + 2ud + 2yz + 
2wY + d ] = 0 என்றாகும் . 

( A ) 


m 


n 


P. டை 


74 


முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 


z - Y 


m 


n 


(d , s , Y) என்ற புள்ளி, 
x* + y + z + 2hx + 2yy + 2wz + d = 0 என்ற கோணத் 
தின்மேல் இருப்பதால் , 

* + B + + Y * + 2hd + 203 + 2wY + d = 0 

( A ) இல் மாறிலி உறுப்பு = 0 என்பதால் yன் ஒரு மதிப்பு 
= 0. அடுத்த மதிப்பும் பூச்சியமாகவேண்டுமானால் , 
1 ( d + u) + m ( B + y ) + h [ Y + w } = 0 ( 2 ) 

x - d 

y - P 
( 1 ), ( 2 ) நிபந்தனைகளால் , 

( 3 ) 
என்ற நேர்கோடு கோளத்தை ( d , B , Y ) என்ற இரு பொருந்தும் 
புள்ளிகளில் ( Coincident points ) சந்திக்கிறது . எனவே , நேர்கோடு 
கோணத்திற்குத் தொடுகோடாக அமைகிறது . 

இம்மாதிரி ( U, B , Y ) என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடு 
கோடுகளின் நியமப் பாதையைத் தொடு தளமெனக் கூறலாம் . 

( 2 ) , (3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து , 1 , m> n இவைகளை நீக்கினால், 
நமக்குக் கிடைப்பது , 

( x - d ) ( d + u ] + (y -B) (B + v ) + (z - Y ) { Y + w ) = 0 
dx + By + Yz + u ( x + d ) + v { y + B ) + w (z + Y ) + d 
= ? + B ? + Y ? + 2ud + 2y3 + 2wY + d = 0 
எனவே , 

dx + By - Yz + u ( x + d } + y{ y + B ) + wz + Y ) + d = 0 . 
என்பது தொடு தளத்தின் சமன்பாடாகும் . 


பயிற்சி 30 


lx + my + nz = p என்ற சமதளம் x + y + z = 2ux + 2yy + 2wz 
+ d= 0 என்ற கோளத்தைத் தொட்டால் ( up + vm + wn + p ) " > 
= ( I* + m * + n ) { u + y * + w ) என்றாகுமென்று காண்பி. 

2 , x + y * + z - 4x + 2y - 6z + 5 = 0 - என்ற கோளத்திற்கு 
2x + 2y = z என்ற சமதளத்திற்கு இணையாக வரையப்படும் 
தொடு தளங்களின் சமன்பாடுகளைக் கண்டுபிடி . 

3. x + y * + z - 2x - 3y + 4z + 5 = 0 என்ற கோளத்திற்கு 
( 1 , 2 , -1 ) என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுதளத்தின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி , 
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4. [ a cos a sing , a sin a sin a , a cos a] என்ற புள்ளி 
யில் x + y + ze = a என்ற கோளத்திற்கு வரையப்படும் தொடு. 
தளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
2 . 

x +y + z? + 5x - 7y - 8 = 0 

3x - 2y + 4z + 7 = 0 
என்ற வட்டத்திற்கு (3 , 4 , - 5 ) என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் 
தொடுகோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 

6. x + y + z2 = 5 , 2a + 3y + 4z = 5 என்ற வட்டத்தின் மூலம் 
செல்லும் கோளம் 4x + 3y = 15 என்ற சமதளத்தைத் தொட்டால் , 
அதன் சமன்பாடென்ன ? 

7. 2x -- 2y + z + 12 = 0 ன்ற சமதளம் x2 + y : + z2 -2x -4y 
+ 2z = 3 என்ற கோளத்தைத் தொடு மென்று நிரூபி . தொடும் 
புள்ளியைக் கண்டுபிடி . 

8. 4 { x ? +-y2 + z? ) + 10x - 25y - 2z = 0 என்ற கோளத்தை 
( 1 , 2, -2) என்ற புள்ளியில் தொடும் கோளம் - 1 , 0 , 0 ) என்ற 
புள்ளியின் வழி பாகச் சென்றால் , கோளத்தின் சமன் பாட்டைக் 
கண்டுபிடி. 

9. x2 + y : + z3 + 6x - 27 + 1 = 0 என்ற கோளத்திற்கு 
3 { 16 - x = 2y + 30 = 3z என்ற நேர்கோட்டின் வழியாக வரையப் 
படும் தொடு தளங்களின் சமன்பாடுகளைக் கண்டுபிடி . 

10. ஆதி பின் வழியாகச் செல்லும் கோளம் 2 ( a + 1 ) = 2 - y = 
z + 3 என்ற நேர்கோட்டைச் சந்தித்தால் , அதன் சமன்பாடு 
என்ன ? 


என்ற 


4.10 . தொடு நாண் தளம் ( Plane of contact ) 

{ d , B , d ) என்ற புள்ளியின் வழியாக கோளத்திற்கு 
வரையப்படும் தொடு தளத்தின் தொடு புள்ளிகளின் நியமப் 
பாதையே தொடு நாண் தளம் எனப்படும் . 

( x , y , z ) என்ற புள்ளி 
x + y + z ? + 2ux + 2yy + 2wz Fd = 0 

கோளத்தின் 
மேல் இருக்கட்டும் . அந்தப் புள்ளி பில் வரையப்படும் தொடு 
தளத்தின் சமன்பாடு 

xx + yy + zz + u{ x + x ) + vy + y ) + w[z + z ) + d = 0 
அதாவது , 

x( x + u ) + y( y + y + z{ z + y ) 
+ ( ux + ry + wz + d ) = 0 
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இந்தச் சமதளம் (d , B , Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் 


சென்றால் , 


d { x + u ) + B { y + Y ) + Y ( z + w ) + ( ux + vy + wz + d ) = 0 
அதாவது , 
-x ( d + u } + y ( B + y ) + z ( Y + w ) + ( ud + vs + wY + d ) = 0 ( 1 ) 
இந்த நிபந்தனை 

x ( d + u ) + y ( B + v) + z [ Y + w ) + { { + vs + wY + d ) = 0 என்ற 
தளத்தின்மேல் x : y , 2 என்ற புள்ளி அமைவதற்கானது . 
எனவே ( x , y , z ) என்ற புள்ளியின் நியமப்பாதை சமன்பாடு 
1 ஆகும் . 1 சமன்பாடு குறிக்கும் சமதளம் சோளத்தை வெட்டும் 
--வட்டத்தில் (x , y , z ) என்ற புள்ளி இருக்கும் . 


பயிற்சி 31 


Z 
1 


X | 

y - d z + 3a 
2 3 

4 
என்ற நேர்கோட்டிலுள்ள புள்ளிகளின் தொடு நாண் தளம் , 
.x2 + y + z3 = a ? என்ற கோளத்தைப் பொருத்தவரை 

- (2x + 3a ) ( y - a ) 
13 

3 
என்ற நேர்கோட்டை முழுமையாகக் கொடுளுமென்று நிரூபி. 
-4-11 . இசைத்தளம் ( polar plane ) : 

A என்ற நிலையான புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் யாதேனு 
மொரு போடு கோளத்தை P, Q என்ற புள்ளிகளில் சந்தித்து , 
( AR , PQ ) = - 1 என்று அமையும். R புள்ளியை எடுத்துக் 
- கொண்டால் , R புள்ளியின் நியமப்பாதையே கோளத்தைப் 
பொறுத்தவரை Aன் இசைத்தளமாகும் . 

Aஐ {d, • 3 , Y ) என்று எடுத்துக்கொண்டால் , A யின் வழி 
யாகச் செல்லும் எந்த நேர்கோட்டையும் , 

y - 

Z - Y 

(என்று கொள்ளலாம் . 


= 


n 


இந்த நேர்கோடு x2 + y + z2 + 2ux + 2vy + 2wz + d= 0 
என்ற கோளத்தை P , 4 புள்ளிகளில் வெட்டினால் , AP 
AQ = Y ,. இங்கு , Y1 , Y , என்பவை , Y2 ( 12 + m2 + na : + 2Y 
[ p (d + u ) + m { B + v ) + n ( Y + w ) ] + [ x2 + Ba + Y2 + 2nd + 2v3 
+ 2wY + d ] | 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்களாகும் . 
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AR = Y என்று கொண்டால் , 
-1 = ( AR , PQ . 

2Y1 Y2 | 

Y , + Y , 
= # [ e + /s + r ? + 2 us + 2v / 3 + 2 wr + d ] 
- ? [ e (a + u ) + m ([ s + v ) +7 (7 + w ) ] 
B 

( 2 ) 


m 


2 


இவைகளிலிருந்து , 


1 , 


m , 


( 1 } , ( 2 } 


n என் பவைகளை 


நீக்கினால் , 


d 2 + 32 + Y2 + 2ud + 2yB + 2wy + d 
( d + H ) (x + c) ( B + Y ) ( y - B ) , ( Y + w ) ( z - Y ) 

+ 

+ 
Y 

Y 

Y 
- [ x < + xu - * - su + /sy + Py - * - * 
+ zr + zw.perb ] = 9 + p + D ++ 2 Na + 2A/ s 

+ 2 or + d . 
x (d + u) + y ( B + v ) + z ( Y + w ) + ud + vs + wY + d = 0 

இதுவே இடைத்தளத்தின் சமன்பாடாகும் . 
4-12 . சமதளத்தின் இசைப்புள்ளி ( Pole of a plane ) : 

x2 + y : + z ? = a2 என்ற கோளத்தைப் பொறுத்தவரை 
Ix + my + nz = p ( 1 ) என்ற சமதளத்தின் இசைப்புள்ளியை : 
கண்டுபிடிக்க , 

( d , s , Y) என்பதை இசைப்புள்ளியாக எடுத்துக்கொண்டால் ,. 
இசைத்தளம் x + yg + zY = a ? 

(2) 
( 1 ) (2) இவைகளை ஒப்பிட்டால் , 
* 
m ) 17 

P 
aim 

aan 
B 
P P 

p 
aam 

ain 
எனவே , ( 

என்பதே 
P P 

p 
சமதளத்தின் இசைப் புள்ளியாகும் . 


- 
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4.13 . துணையியப் புள்ளிகள் Conjugate points ) : 

ஒரு புள்ளியின் இசைத்தளம் மற்றொரு புள்ளியின் வழியாகச் 
சென்றால் , இந்த இரண்டு புள்ளிகளைத் துணையிடப் புள்ளிகள் 
என்கிறோம் . 

ா , என்ற சமதளத்தின் இசைப்புள்ளி , ஈ , சமதளத்திலிருந் 
தால் , ள , சமதளத்தின் இசைப்புள்ளி ள . சமதளத்தில் அமையும் . 

T ) சம தளத்தின் சமன்பாடு 

| x + my + nyz = p ? என்றால் , 
x2 + y + z = a என்ற கோளத்தைப் பொருத்தவரை 
என் இசைப்புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் , 

a 
Pi Pl 

Pi 
இந்த இசைப்புள்ளி 1, x + mzy + zz = p என்ற ள , 
தளத்தில் இருந்தால் , 

12a mza m1 naa ni 
+ 

P3 
Pi Pi 

P1 
அதாவது , a, ( 111 , + m ; mz + nyn , = pip , இதுவே , ன் 
இசைப்புள்ளி என் சமதளத்தில் அமைவதற்கான நிபந்தனை 
“ யாகும் . 


a ml 


any 


( 


) 


. 


சம் 


+ 


துணையிய தளங்கள் ( Conjugate plares ) : 

ஒரு தளத்தின் இசைப்புள்ளி மற்றொரு தளத்தின் மேலமைக் 
தால் , அந்த இரு தளங்களையும் துணையிய தளங்களென்கிறோம் . 

ஒரு கோளத்தைப் பொறுத்தவரை A புள்ளியின் இசைதளம் 
B புள்ளியின் வழியாகச் சென்றால் , B-ன் இசைத்தளம் A- ன் 
வழியாகச் செல்லும் , 

கோளத்தன் சமன்பாட்டை x2 + y + z ? = a எனக் கொள் 
கொள்வோம் . A- ன் அச்சு தூரங்கள் ( dy , BL , Y1 ) என்றால் A- ன் 
இசைதளத்தின் சமன்பாடு 

xdly + yB1 + zY : = a என்றாகும் . 

இந்தத்தளம் B (ds , BeY3 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் 
சென்றால் , 

ds di + B , B1 + Y , Y1 = a 

இந்த நிபந்தனையே நன் இசைத்தளம் A- ன் வழியாகச் செல் 
-வதற்கானது . 
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41.4. இசைக்கோடுகள் ( Polar Lines ) 

< / 1 என்ற நேர்கோட்டின் மேல் உள்ள புள்ளிகளின் இசைத் 
தளங்கள் எல்லாம் < 13 என்ற நேர்கோட்டைக் முழுமையாகக் 
கொண்டிருக்கும் அப்படிப்பட்ட இரு கோடுகளை இசைக்கோடுகள் 
என்கிறோம் . 

-ன் சமன்பாட்டை 
x - d y - B 

எனக் கொள்வோம் . 


n 


n 


அதன்மேல் உள்ள புள்ளியின் அச்சு தூரங்களை (d + ly, 
B + mY + Y + nY ) எனக் கொள்க , 

கோளத்தின் சமன்பாடு x + y + z = a எனக் கொண்டால் , 
புள்ளியின் இசைத்தளம் x (d + iY ) + y { B + mY ) + z ( Y + ny ) 
= a எனவாகும் . 
அதாவது , 

[ dx + By + Yz - a ) + Y { px + my + nz ) = 0 எனவாகும் . 
‘ Y . ல. மதிப்பு எதுவாக விருந்தாலும் இந்த மாறும் தளம் 

x + By + Yz - a = 0 

| z + my + nz = 0 
என்ற நேர்கோட்டை முழுமையாசக் கொள்ளும் . இந்த நேர் 
கோட்டை ! எனக் கொள்ளலாய . 


z- 3 


பயிற்சி 32 
1. x + y + z = 1 என்ற கோளத்தைப் பொறுத்தவரை 
x + 1 y + 2 

என்ற கோட்டின் இசைக் கோட்டைக் 
2 

3 
- கண்டுபிடி . 

2. I என்ற நேர்கோட்டின் இசைக்கோடு 1 என்ற கோட் 
டுடன் ஒரே சமதளத்திலிருந்தால் 1 - ன் இசைக்கோடு ! நேர் 
கோட்டுடன் ஒரு சமதளத்திலமையுமென்று நிரூபி . 

3. P , Q என்ற புள்ளிகளிலிருந்து , Q , P என்ற புள்ளிகளின் 
இசைத் தளங்களுக்கு PA , QB என்ற செங்குத்துக் கோடுகள் 
வரைந்தால் , 
PAL 

OP 
QB 

என நிரூபி . 
( 0 கோளத்தின் மையப் புள்ளியாகும் ) 
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4-15 . இரண்டு கோளங்கள் வெட்டிக்கொள்ளும் கோணம் : 
வரையறை : 

இரண்டு கோளங்களுக்குப் பொதுவான புள்ளியில் வரையப் 
படும் தொடு தளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணமே இரண்டு 
கோளங்கள வெட்டிக்கொள்ளும் கோணமாகும் . 

பொதுவான புள்ளியில் வரையப்படும் ஆரைகள் தொடுதளங் 
களுக்குச் செங்குத்தாக இருப்பதால் , ஆரை உளுக்கிடையேயுள்ள 
கோணம் மேற்கண்ட கோணத்திற்கு சமமாகும் . 

மேலும் , பொதுவான புள்ளிகள் எல்லாவற்றிலும் அமையும் 
கோணங்களெல்லாம் சமம் . ஏனெனில் , C ,, C , என்ற மையத்தை 
யுடைய இரண்டு கோளங்கள் ஒன்றையொன்று P, P1 என்ற 
புள்ளிகளில் வெட்டினால் , C , C ,, P ; Cr C , PI என்ற முக் 
கோணங்கள் சர்வ சமமாகும் , எனவே , 
| C , PC, 

| C , PI CLI 


இரண்டு கோளங்கள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக 

அமைவதற்கான நிபந்தனை 
x2 + y + z ? + 2ux + 2vy + 2wy + d = 0 

x2 + ye + z ? + 2u x + 2v y + 2w z + d = 0 
என்ற இரு கோளங்களிடையேயுள்ள கோணம் 90 ° என்க . 

CCP என்பவை முறையே முதல் கோளத்தின் மையம் , 
இரண்டாங் கோளத்தின் மையம் , பொதுவான புள்ளியென்றால் , 

| C , PC , 

90° 
CC, C , P + C , P 

Y + Y 
( u - u ) 2 + ( v + ) * + ( w - w ) " ( u " + y + w - de) 

+ ( u + v + w 2-d ) 
2uu + 2yy + 2ww = d + d 


- 


பயிற்சி 33 


1 . 

x + y + z * + 2x + 3y + 4z + 5 = 0 

5x + 4y + z + 2 = 0 
என்ற வட்டத்தின் வழியாகச்செல்லும் கோளம் , 

x + y + z + 2x + 43-6z + 11 = 0 


கோளம் 
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என்ற கோளத்தை செங்குத்தாக வெட்டினால் , அந்தக் கோளத்தின் 
சமன்பாடென்ன ? 

2. x + y + z + x - 3z - 2 = 0 
2( x + y : + z? ) + x + 3y + 4 = 0 என்ற நேர் கோளங்களை செங்குத் 
தாக வெட்டும் கோளம் ( 0 , 3 , 0 ) ; { -2, -1 , 4 ) என்ற இரு புள்ளி 
களின் வழியாகச் சென்றால் அதன் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி , 


3. x3 + y + z -4x - 6y - 8z + 29 = 0 

என்ற 

கோளத்தை 
செங்குத்தாக வெட்டும் கோளம் , x + y + z = 5 என்ற சமதளத்தை 
( 1 , 2 , 3) என்ற புள்ளியில் தொடுமானால் அதன் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 

4. x2 + y - 2ax + Y ? = 0 ; 2 = 0 என்ற வட்டத்தின் வழியாக 
வரையப்படும் எந்தக் கோளமும் x + y = Y , y = 0 என்ற வட்டத் 
தின் வழியாக எந்தக் கோளத்தையும் செங்குத்தாக வெட்டும் 
என்று நிரூபி . 

5. Y , Y , என்ற எண்களை ஆரைகளாக உடைய கோளங் 
கள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக உள்ளன . அவைகளுக்குப் 
பொதுவான வட்டத்தின் ஆரை , 

YY , 

என்று நிரூபி . 
VY + Y , 
4.16 : சமத் தொடு வரைதளம் : 

இரு கோளங்களைப் பொறுத்து ஒரு புள்ளியின் திறன்கள் 
சமமாக இருந்தால் , அந்தப் புள்ளியின் நியமப்பாதை ஒரு சமதள 
மாகும் . அந்தத் தளம் , கோளங்களின் மையங்களைச் சேர்க்கும் 
கோட்டிற்குச் செங்குத்தாகும் . 

x + y + z + 2ux + 2yy + 2wz + d = 0 
x + y + z ? + 2u x + 2v y + 2w z + d = 0 


என்ற இரு கோளங்களைப் பொறுத்து P (x , y , z ) என்ற புள்ளி 
யின் திறன்கள் x 2 + y1 +212 + 2ux1 + 2vy1 + 2wy | + d ; 
x12 + y! + z1 * + 2u x1 + 2v y ; + 2w z1 + d இவைகள் சமமானால் , 

2x (u - u ) + 2y1 ( v - v ) + 221 ( w - w ) + { d-d ) = 0 
எனவே , P ( x , y , zz ) என்ற புள்ளியின் நியமப்பாதை 
2x ( u - u ) + 2y ( r - y ) + 2z •{ w - w ) + (d - d ) = 0 அல்லது . 
( S- S ) 


6 
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[இங்கு S = 0 , S = 0 என்பவை கோளங்களின் சமன்பாடு 
களாகும் . முக்கியமாக இரண்டு சமன்பாடுகளிலும் , இரண்டாவது 
படி உறுப்புகளின் குணகங்கள் சமமாக இருக்க வேண்டும் . ) 
குறிப்பு : 

இரண்டு கோளங்கள் ஒன்றையொன்று வெட்டிக்கொண்டால் 
அவை இரண்டுக்கும் பொதுவான வட்டத்தின் தளமே சமத் 
தொடு வரைத்தளமாகும் . 


4 • 17 . சமத்தொடு கோடு : 
மூன்று கோளங்களை 

இரண்டிரண்டாக எடுக்கும்போது 
அவைகளின் சமத்தொடு தளங்கள் ஒரு கோட்டில் சந்திக்கும் . 


S1 = 0 , s, = 0 , ss = 0 என்பவை கோளங்களின் சமன் 
பாடாகக்கொள்க . அப்படியானால் , சமத்தொடு தளங்களின் 
சமன்பாடுகள் , 

S , -ss = 0 , se - s : = 0 , S - Se = 0 


எனவே , இந்த மூன்று தளங்களும் , S. = Se = S ; என்ற நேர் 
கோட்டில் சந்திக்கும் . இந்த நேர்கோட்டை மூன்று கோளங்களின் 
சமத்தொடு கோடு என்போம் . 


.4.18 . சமத் தொடுபுள்ளி 

நான்கு கோளங்களை மூன்று மூன்றாக எடுக்கும் பொழுது , 
அவைகளின் சமத் தொடுகோடுகள் ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கும் 

Si = Sq = ss = S4 என்ற புள்ளியேயாகும் . 
4.19 . பொதுவச்சுக் கோளங்கள் 

தேற்றம் : Si = 0 , S, = 0 என்பவை இரு கோளங்களின் 
சமன்பாடு ளானால் , Si + Ase - 0 என்பது ஏதாவது இரண்டு 
கோளங்களின் சமத் தொடுதளம் ஒன்றாக உள்ள கோளங்களின் 
தொகுதியாகும் . [இங்கு - ஒரு சாரா மாறியாகும் ) 
Si + A ] S , = 0s, + ,s , 

= 0 என்றுகோளங்களின் தொகுதி 
யிலிருந்து இரண்டு கோளங்களை எடுத்துக் கொள்க . 

இரண்டாம்படி உறுப்புகளின் குணகங்களை ஒன்றாக ஆக்க , 
சமன்பாடுகள் 
Si + Als , 

= 0 S1 + Ays , 

= 0 என்றாகும் . 
I + AL 1+ , 
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கோளம் 


சமத் தொடுதளத்தின் 


இந்த இரண்டு கோளங்களின் 
சமன்பாடு , 


S, + Ais , _ S, + hs - 0. 

1+ 12 
S / 1 + A , S . + 1S , + A1A / ,S , -S - AS. 

- Azs , -A1X/ 2S , = 0 
( 1 , - > 1 ) (S1 - Sy ) = 0 

A , = A , 
( S. - S , ) = 0 


இந்த சமன்பாட்டில் X1>> என்ற உறுப்புகள் இல்லாத 
தால் , எந்த இரண்டு கோளங்களின் சமத் தொடுதளமும் இதுவே 
யாக அமையும் , 


பொதுவச்சுள்ள 


குறிப்பு : இப்படிப்பட்ட தொகுதியை 
கோளங்களின் தொகுதியென்கிறோம் . 


கிளைத் தேற்றம் : 

பொ துவச்சுள்ள கோளங்களின் மையப்புள்ளிகள் ஒரு 
கோட்டின் மேல் அமையும் . 

Si + AS , = 0 என்பது கோளத்தின் சமன்பாடானால் , அதன் 
மையப்புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் , 


x = 


ul + Aug 
1 + A 

v1 + AY , 
Y = 

1 + 7 
w1 + Aw 

1 + A 
இந்த மூன்று சமன்பாடுகளிலிருந்து --வை நீக்கினால் 
நமக்குக் கிடைப்பது 

நேர்கோட்டின் சமன்பாடாகும் . 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 


Z = 


X - 11 
ul - 49 


y - y 
Y1 


z ~ 
Wi - We 
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குறிப்பு : இந்த நேர்கோட்டின் திசை விகிதங்கள் (uy - us ) , 
( v1-12) , ( w - w ). என்வே , இந்த நேர்கோடு சமத் தொடு 
தளத்திற்கு செங்குத்தாக உள்ளது . 


4-20 . பொதுவச்சுள்ள கோளங்களின் சுருக்கிய சமன்பாடு 

இந்தக் கோளங்களின் மையப்புள்ளி ஒரே நேர்கோட்டிலிருப்ப 
தால் அந்தக் கோட்டை X நிலை அச்சாகக் கொள்வோம் . 


அப்படியானால் , கோளங்களின் சமன்பாடுகள் , 

x * + y * + 2ux + d1 = 0 

x * + y " + 2usx + d , = 0 என்றாகும் . 
சமத் தொடுதளத்தின் சமன்பாடு 

2x (u , -up ) - ( d , -d ,) = 0 
அந்தத் தளத்தை YOZ என்ற தளமாகக் கொண்டால் , 
அதாவது x = 0 என்றால் dq = d , 
அதாவது கோளங்களின் சுருக்கிய சமன்பாடு , 

x * + y * + 2ux + d = 0 . இங்கு u ஒன்றுதான் மாறும் . 
4.21 . எல்லைப் புள்ளிகள் ( Limiting points) 

x * +y + 2kx + d = 0 என்பதைப் பொதுவச்சுள்ள கோளத்தின் 
சுருக்கமான சமன்பாடாகக் கொண்டால் ( x + k ) " + y = k - d ) 

k = + vd என்றால் இந்தக் கோளங்களின் 
பூஜ்யமாகும் . 


ஆரைகள் 


( Vd , 0, 0 ) ; ( -vd, 0, 0) என்ற இரு புள்ளிகளை 
மையமாகக்கொண்டு , ஆரையேயில்லாத 

கோளங்களை 
எல்லைப் புள்ளிகளெனலாம் . 

எல்லைப் புள்ளிகளை , பொதுவச்சுள்ள கோளங்களின் தொகு, 
தியில் புள்ளிக் கோளங்களெனலாம் . 


பயிற்சி 34 
1. ஒரு புள்யியிலிருந்து, 

xº + y + zº + 2x + 2y + 22 + 2 = 0 
x+ y+ z + 4x + 4z + 4 = 0 
x + y + z + x + 6y - 4z_2 = 0 
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கோளம் 


என்ற மூன்று கோளங்களுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் 
நீளங்கள் சமமானால் , அந்தப் புள்ளியின் நியமப் பாதையைக் 
கண்டுபிடி , 


இரண்டு 


2. பொதுவச்சுள்ள தொகுதியில் , பொதுவாக 
கோளங்களே ஒரு சமதளத்தைத் தொடுமென்று நிரூபி . 

x + y + z " -5+ ( 2x + y + 3z - 3 , 0 
என்ற பொதுவச்சுள்ள தொகுதியில் 3x + 4y = 15 என்ற சமதளத் 
தைத் தொடும் இரண்டு சமதளங்களின் சமன்பாடுகளைக் 
கண்டுபிடி . 

x + y + z + 24y + 2Yz - d = 0 
( H , Y என்பவை சாராமாறிகளாகும் ) என்பது , x + y + z + 
21x + d = 0 என்ற பொதுவச்சுள்ள தொகுதியின் எல்லைப் 
-புள்ளிகளின் வழியாகச் சென்று , தொகுதியின் ஒவ்வொரு 
கோளத்தையும் செங்குத்தாக வெட்டும் ஒரு 

கோளங்களின் 
தொகுதியாகுமென நிரூபி . 


4. x + y + z 20x + 30y - 40z + 29 + A (2x - 3y + 4z ) = 0 
என்ற பொதுவச்சுள்ள கோளங்களின் தொகுதியில் எல்லைப் 
புள்ளிகளைக் கண்டுபிடி . 


பயிற்சி 35 


1 . ஒரு கனசதுரத்தின் ஆறுமுகங்களிலிருந்து , ஒரு புள்ளி 
-யின் தூரங்களின் வர்க்கங்களின் கூட்டுத்தொகை ஒரு மாறிலி 
யானால் , அதன் நியமப்பாதை ஒரு கோளமென்று நிரூபி . 

2 . ஒரு சமதளம் , ( a, b, c ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் 
சென்று , நிலை அச்சுகளை A, B, C என்ற புள்ளியில் வெட்டுகிறது . 
0 , A, B , C வழியாக வரையப்படும் கோளத்தின் மையப்புள்ளி 
-யின் நியமப்பாதை 

b 
+ + 

-2 என்று நிரூபி . 

y 
3 . 

y 
ஒரு மாறும் சமதளம் , + 3 
+ = 0 என்ற சம 

b 


4 


C 


Z 


2 


a 


C 


தளத்திற்கு இணையாகவுள்ளது . அது நிலை அச்சுகளை A, B, G 
என்ற புள்ளிகளில் சந்திக்கிறது . ABC விட்டம் 
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y ( + 5 ) + x ( 4 + 4 ) + sp(* + :) 


= 0 


என்ற மேற்பரப்பில் அமையுமென்று நிரூபி . 

4 . ஆரை ஒரு மையமாகவுள்ள கோளத்தின் மையப்புள்ளி 
0 ஆகும் . A , B என்ற புள்ளிகள் 0 புள்ளியுடன் ஒரு நேர்கோட் 
டில் அமைந்து OA.OB = 1 என்று ஆகிறது . P என்பது கோளத் . 
தின் மேலுள்ள ஏதாவதொரு புள்ளியானால் , PA - PB = மாறிலி 
என்று காண்பி . 


5 . 


2k என்ற மாறா ஆரையையுடைய கோளம் , ஆதியின் 
வழியாகச் சென்று , நிலை அச்சுகளை A. B. G என்ற புள்ளிகளில் 
சந்திக்கிறது. நான்முகி OABC- ன் திணிவு மையத்தின் நியமப் 
பாதை x * + y + z = k என்று நிரூபி . 


6. ( a, 0 , 0) , (0 , b , 0 ) , (0, 0 , c ) என்ற புள்ளிகளில் 
உண்டாக்கும் முக்கோணத்தைச் சுற்றி வரையும் வட்டத்தின் 
சமன்பாடுகளைக் கண்டுபிடி . அதன் மையத்தின் அச்சு தூரங் 
களையும் கண்டுபிடி . 


7. x + y + z2 = 29 என்ற கோளத்தின் பெருவட்டத்தின் 
வழியாக , அதன் விட்டத்தைப் பொருத்து சுற்றி , ( 4. -- 3 , 2 ) 
என்ற புள்ளி , ( 5 , 0 , - 2 ) என்ற புள்ளியாக மாறினால் , அந்த 
விட்டத்தின் சமன்பாடென்ன ? 


8. (- 8 , 5 , 2 ) ; ( --5 , 2 , 2 ) ; ( -7 , 6 , 6 ) ; ( -4 , 3 , 6 ) 
என்ற புள்ளிகள் ஒரே கோளத்தில் அமைகின்றனவென்று 
நிரூபி . 


ע 


9 


z x 

+ 
C g 


C 


Z 

X 

x 

y 
+ 

Z 

y 
= 0 ; + 0 ; + 
b 

a 

d 

b 
என்ற தளங்களை முகங்களாகவுடைய நான்முகியைச் சுற்றி 
வரையும் கோளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


10. ( x - 1 )2+ ( y + 2 } + z ? = 8 என்ற கோளத்தை ( 1 , 2 , 2 ). 
என்ற புள்ளியில் தொட்டுக்கொண்டு (0 , 1 , 1 ) என்ற புள்ளியின் 
வழியாகச் செல்லும் கோளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

11. x + y + z = k என்ற சமதளம் x ? y + z3 - x + 3y + 2z - 
3 = 0 என்ற கோளத்தைத் தொட வேண்டுமானால் k - ன் மதிப் 
பென்ன ? 
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12. x + y + z -2x - 2y - 2z + 6 = 0 என்ற கோளத்திற்கு 
வரையப்படும் தொடுதளங்கள் x + y + z = 1 என்ற தளத்திற்கு, 
இணையாக விருந்தால் , அந்த தொடு தளங்களின் தொடுபுள்ளிகள் 
யாவை ? 


13. x + y + z = 9 ; 2x + 3y + 4z = 5 என்ற வட்டத்தின் 
வழியாகச் செல்லும் கோளம் (i ) ஆதியின் வழியாக ( ii ) ( 1 , 2 , 3 ) 
என்ற புள்ளியின் வழியாகச் சென்றால், அந்தக் கோளங்களின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


14 , x + y + z -2x + 4z - 3 = 0 ;, 2x + y + z = 4 என்ற வட் 
டத்தின் வழியாகச் செல்லும் கோளம் 2x + 4y = 14 என்ற தளத் 
தைத் தொட்டால் , அதன் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


15. x + y + z = 25 ; x3 + y2 + z - 4x - 6y -- 8z - 547 = 0 
என்ற இரு கோளங்களிள் வெளிப்பக்கமாகத் தொடுகின்றன 
என்று நிரூபி . மேலும் , தொடும் புள்ளியின் அச்சு தூரங்களைக் 
கண்டுபிடி . 


15. x + y + z = 1 என்ற கோளத்தைத் தொடும் கோணம் 
4x + 3y = 47 என்ற சமதளத்தை ( 8 , 5 , 4 ) என்ற புள்ளியில் 
தொட்டால் , அதன் சமன்பாடென்ன ? இம்மாதிரி எத்தனை 
கோளங்களுள்ளன ? 


17 , x + y + z -4x + 6y + 4 = 0 என்ற கோளத்தை செங்குத் 
தாக வெட்டும் கோளம் 4x + 3y - 2z + 8 = 0 என்ற சமதளத்தை 
( 1, -2 , 3 ) என்ற புள்ளியில் தொட்டால் , அதன் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 


18. y = mx , z = c , y = -mx , z = -c என்ற நேர்கோடுகளைத் 
தொடும் கோளங்களின் மையத்தின் நியமப்பாதை mxy + cz 
( 1 + m ) = 0 என்று நிரூபி , 


19. x2 +y +z + 2vy + 2vz - d = 0 

என்ற பொதுவச்சுத் 
தொகுதியின் புள்ளி கோளங்களின் நியமப்பாதை x + y + z + 
2ux + d = 0 என்ற தொகுதியின் பொது வட்டமாகுமென்று நிரூபி . 
[ u , v, w என்பவை சாராமாறியாகவும் , d- ஐ மாறிலியாகவும் 
கொள்க . ) 

20. கொடுக்கப்பட்ட சமதளத்தில் ஏதாவதொரு புள்ளியை 
மையமாகவும் , அந்தப் புள்ளியிலிருந்து கொடுக்கப்பட்ட கோளத் 
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திற்கு வரையப்படும் தொடுகோட்டை ஆரையாகவும் கொண்டு 
ஒரு கோளம் வரையப்படுகிறது . அப்படி வரையப்படும் எல்லா 
கோளங்களும் இரண்டு நிலையான புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லு 
மென்று நிரூபி. 

22. Tl , rs , rg , என்ற எண்களை ஆரைகளாகக் கொண்ட 
மூன்று கோணங்கள் A ( a , 0, 0) , B ( 0, b, 0 ), c, ( 0, 0, c ) என்ற 
புள்ளிகளை மையங்களாகக் கொண்டவை . மேலும் re + r , + rg 
= a + b* + c . நான்காவது ஒரு கோளம் , ஆதியின் வழியாகவும் , 
A , B, C என்ற புள்ளிகளின் வழியாகவும் செல்லுகிறது . இந்த 
நான்கு கோளங்களின் சமத் தொடுபுள்ளி ax + by + cz = 0 என்ற 
தளத்தின் மேலுள்ளதென்று நிரூபி . 


23. பொதுவச்சுள்ள கோளத் தொகுதியின் ஒவ்வொரு 
கோளம் , கொடுக்கப்பட்ட வேறொரு கோளம் , இவற்றின் சமத் 
தொடு வரைத்தளம் ஒரு நேர்கோட்டை முழுமையாகக் கொள்ளு 
மென் 


று காண்பி . 


24 . 


x + y + z + 2ux + 2vy + 2wz + d = 0 

lx + my + nz = 0 
என்ற வட்டத்தின் ஆரை ஆனால், 

( r + d ) (1* + m + n * ) = ( mw - nvy + (nu - pw ) 2 + { lv - mu ) ? 
என்று நிரூபி . 


25 . 


x* + y " + z - 2x + 3y + 4z - 5 = 0 

5y + 6z + 1 = 0 
என்ற வட்டமும் , 

x + y + z * -3x- ! y + 5z - 6 = 0 

x + 2y - 7z = 0 
என்ற வட்டமும் ஒரே கோளத்தின் மேல் அமைகின்றனவென்று 
நிரூபி. மேலும் , அந்தக் 

கோளத்தின் 

சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 
26 . 

x + Y + z + 2ux + 2 + 2wz + d= 0 , 

lx + my + nz = p ; 
x2 + y : + z ? + 2u x + 2v y + 2 * z + d = 0 , 

I x + m y + n z = p 
என்ற இருவட்டங்கள் ஒரே கோளத்தின்மேல் அ.மையுமென்று 
விரூபி . 


5. கூம்பு 


5-1 : வரையறை 

ஒரு நிலையானப் புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு 
கொடுக்கப்பட்ட வளைகோட்டை சந்திக்கவோ , அல்லது கொடுக்கப் 
பட்ட மேற்பரப்பைத் தொடவோ செய்தால் , அந்த நேர்கோடு 
பிறப்பிக்கின்ற மேற்பரப்பே கூம்பாகும் . 


நிலையான புள்ளியை உச்சியென்றும் , கொடுக்கப்பட்ட வளை 
கோட்டை உதவி வளைகோடு என்றும் கூறலாம் . 


பிறப்பாக்கி 


கூம்பை பிறப்பிக்கின்ற 

நேர்கோட்டை 
எனலாம் . 


குறிப்பு : 

இங்கு நாம் இருபடி கூம்பை ( Quadric Cones ) பற்றியே 
படிப்போம் . 


5-2 . கூம்பின் சமன்பாடு : 

( d , s , Y ) என்ற புள்ளியை உச்சியாகவும் , ax = 2hxy + by + 
2gn + 2fy + c = 0 ; z = 0 - ( 1 ) என்ற இருபடி வளைவரையை உதவி 
வளை கோடாகவும் கொண்ட கூம்பின் சமன்பாட்டைக் கண்டு 
பிடிக்க : 

( d , B , Y) வின் வழியாகச் செல்லும் ஏதாவது ஒரு நேர் கோட் 
டின் சமன்பாட்டை , 

y - E_z - Y 

1 
எனக்கொள்ள ம் . இந்த கேர்கோடு z = 0 என்ற தளததை 

my 


m 


1 


([ ( 4-1 ) , ( s - m , ) ) 
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என்ற புள்ளியில் வெட்டும் . இந்தப் புள்ளி கொடுக்கப்பட்ட இரு. 
படி வளை வரையின் மேல் அமைந்தால் , 


a (d- % ) + 2n( u - K ) ( s- ) + 5(B- )" 


+ + c = ) 

( 3) 
என்றாகும் . 

( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 1 , m n என்ற உறுப்புகளை 
நீக்கினால் , 
x -- d 

X 
+ 2 h 
2 - Y 

Z Y 
y - B 

B 

Y + 2g 

Y 
xd 

y B 
Y + 2f B 

+ c = 0 

Z - Y 
அதாவது , 

a ( dz - xY ) + 2h ( dz - xY ) ( Bz - yY ) + b ( 3z - yY ) " 


+ 2g (dz - xY ) ( z - Y ) + 2f ( Bz - yY ) ( z-Y ) --c ( z - Y ) * = 0 ; 
இதுவே நமக்கு வேண்டிய கூம்பின் சமன்பாடாகும் . 


பயிற்சி 36 


1. ( d , s , Y ) என்ற புள்ளியை உச்சியாகவும் , 
( i ) ax + by : 

1 , z = 0 (ii ) y = 4an , z = 0 . 


= 


என்பதில் ஏதாவது ஒன்றை உதவி வளை கோடாகவும் கொண்ட 
கூம்பின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


2 . ஒரு கூம்பின் பிறப்பாக்கிகள் ( d , s , Y ) என்ற புள்ளி 
யின் வழியாகச் சென்று , அவைகளின் திசை கொசைன்கள் 
ab * + bm2 + cn 0 என்ற உறவைச் சரிசெய்தால் , அந்தக் 
கூம் பின் சமன்பாடு என்ன ? 


- 


3. ( 0 , 1 , 1 ) என்ற புள்ளியை உச்சியாகவும் , x + y = 9,z = 0 
என்ற வட்டத்தை உதவி வளைகோடாகவும் கொண்ட கூம்பின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி , 


911 


கூம்பு 


4. P என்ற புள்ளியை உச்சியாகவும் , 
y 

+ 
b2 

c3 


என்ற நீள் வட்டத்தை உதவி வளை கோடாகவும் கொண்ட கூம் 
பில் y = 0 என்ற தளம் உண்டாக்கும் வெட்டுமுகம் ஒரு செவ்வக . 
அதிபர வளைவாகும் . 


P-ன் நியமப்பாதை , 


z ’ + x2 


y2 
ba + 


என்று நிரூபி . 


( 2 


5. ( a, 0 , 0 ) ( 0 , b, 0) , ( 0 , 0 , c ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டத்தை உதவி வளை கோடாகவும் , ஆதியை உச்சி 
யாகவும் கொண்ட கூம்பின் சமன்பாடு a { 52 + c } yz + b 
( c3 + a ) zx + c {a2 + b2 ) xy = 0 என்று நிரூபி . 
5.3 . தழுவும் கூம்பு ( Enveloping cone) : 

(d , s , Y ) என்ற புள்ளியை உச்சியாகக்கொண்ட ஒரு கூம் 
பின் பிறப்பாக்கிகள் n2 + y + z2 = a ? என்ற கோளத்தை . 
தொட்டால் , அந்த கூம்பின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடிக்க . 


m 


1 


உச்சியின் வழியாகச் செல்லும் பிறப்பாக்கியின் சமன் 
x - d - B 
y - 

Y 
பாட்டை 

Y 

( 1 ) எனலாம் . பிறப்பாக் 
1 
கியின் மேல் உள்ள எந்தப் புள்ளியின் அச்சு தூரங்களையும் 
( d + lr , B + mr , y + nr) GT GOTYI கொள்ளலாம் . அந்தப் புள்ளி 
கோளத்தின் மேல் அமைந்தால் , 

( + lr ) 2 + 3 + mr ) + [Y + nr ) 2 
அதாவது , 

r ? ( ! 2 + m ? + n ) + 2r ( la + ms + nY ) 
+ (d2 + B2 + Y2 -- a2) 


இந்த Y- ல் உண்டாகும் இருபடி சமன்பாடு Y Y , என்று 
மூலங்களைக் கொடுக்கும் . 


பிறப்பாக்கி கோளத்தை தொடவேண்டுமானால் , 
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= 


எனவே , 
(ld + m [3 + ny ) 2 = (11 + m ? - + n ) { 2- + B ? + yr-a ) - ( 2 ) 

( 1 ) , ( 2) சமன்பாடுகளிலிருந்து 1 , m , n என்ற உறுப்புகளை 
நீக்கினால் , 


[ < ( x - d ) + 3 ( y - B ) + Y ( z - Y] 2 = ( 2 + B2 + Y : -a ) 

[ ( x -- d) 2 + (y - B ) 2 + ( z - Y ) ] 
[ ( xd + yB + zY – a ) - (d ? - B2 + Y - as ) ] 2 

( u + B3 + Y2 - a ) 
[x2 + y : + z -a : +43 + 32 + y2 – as 

2 ( xd + yg + zY -- a ] 
( T -- 

S ) 2 S1 [ S + S , - 2T ] 
S = x2 + y + z " -- a 
SI a2 + B3 + Y2 - a2 
T = x + y + zY - 

T2 

SS 
இதுவே கோளத்தை அணைத்துக்கொள்ளும் கூம்பின் சமன் 
பாடாகும் . 


= 
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1. ( 1 , 1 , 1 ) என்ற புள்ளியை உச்சியாகவுடைய 

x2 + y + z ? + 2x -- 4y 6z = 7 


என்ற கோளத்தை அணைத்துக்கொள்ளும் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


கூம்பின் 


சமன் 


2. x + y + z2 

9 என்ற கோளத்தை அணைத்துக் 
* கொள்ளும் கூம்பின் உச்சி ( 1 , 2 , 4 ) என்றால் , z = 10 என்ற தளம் 
கூம்பை 

ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவில் வெட்டுமென்று நிரூபி , 


15.4. ஆதியை உச்சியாக உடைய இருபடிக் கூம்பு : 

ஆதி உச்சியாக இருந்தால் கூம்பின் சமன்பாடு , ஒரு சமபடித் 
தான தாகும் . 
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கூம்பு 


கூம்பின் மேல் உள்ள, ஏதாவதொரு புள்ளி P- ன் அச்சு 
தூரங்கள் x , , z என்று கொள்க . ஆதி உச்சியினால் , OP ஒரு . 
பிறப்பாக்கியாகிறது . ஆதலால் OP- ன் மேல் உள்ள எந்த புள்ளி 
யும் கூம்பின் மேல இருக்கவேண்டும் . அந்தப் புள்ளியின் அச்சு 
தூரங்கள் ( rx , ry , rz ) . இங்கு 1 என்ற உறுப்புக்கு எந்த . 
மதிப்பும் கொடுக்கலாம் . 


( rx , ry , rz ) என்ற அச்சு தூரங்கள் ஒரு சமன்பாட்டை சரி 
செய்ய வேண்டுமானால் , அந்த சமன்பாடு ஒரு சமபடித்தான மாகத் 
தான் இருக்கவேண்டும் . 


5-4-1 . சமபடித்தான இருபடி சமன்பாடு எல்லாம் ஆதியை உச்சியாக 

வுள்ள கூம்பைக் குறிக்கும் ; 
சமன்பாடு , சமபடித்தானமாக இருப்பதால், ( x , y , 2 ) என்ற 
அச்சு தூரங்கள் , சமன்பாட்டை சரிசெய்தால் , ( Xx , Ay , Az ) 
என்ற அச்சு தூரங்களும் சமன்பாட்டை சரிசெய்யும் . அதாவது, 
P என்ற புள்ளி கூம்பின்மேல் இருந்தால் , OP 

என்ற நேர் 
கோட்டின் மேல் உள்ள எந்தப் புள்ளியும் கூம்பின்மேல் இருக்கும் . 
எனவே , OP என்ற நேர்கோடு முழுமையாக கூம்பின் மேல் 
இருக்கும் . OP உருவாக்கும் மேற்பரப்பு கூம்பேயாகும் . 


கிளைத்தேற்றம் 1 

ax : + by + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 என்ற கூம்பின் பிறப் 
பாக்கியின் திசைகொசைன்கள் !, m , n என்றால் , பிறப்பாக்கியின் 
சமன்பாடு 


X 


Z 


y 
m 


1 


எனவே , பிறப்பாக்கியின்மேல் எந்தப் புள்ளியின் அச்சு தூரங் 
களும் (1,, ms , my ) என்றாகின்றன . அவை கூம்பின் சமன் 
பாட்டைச் சரிசெய்தால் 

ale + bm3 + cn3 + 2fmn + 2gn ! + 2hlm = 0 


கிளைத்தேற்றம் 2 

td > B , Y ) என்ற புள்ளியை உச்சியாகச் கொண்ட கூம்பின் 
பொதுச் சமன்பாடு . 
( a { x - d ) ? + b ( y - 3} 2 + c{ z -- Y ) ? + 2f y - B ) (z - Y ) + 

2g[ z - Y ) ( x - x ) + 2h { x _ { } { } - B ) = 6 
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1. ax + by : + cz ? = 1 , 1x + my - ne = p என்ற வளைகோட்டின் 
வழியாகச் செல்லும் கூம்பின் உச்சி ( 0, 0, 0 ) என்றால் , அதன் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 

2. 242 + 3m2 - 5n2 = 0 என்ற நிபந்தனை உள்ள நேர்கோடு , 


y 


Z 
17 


3 


11 


என்ற 


கூம்பின் பிறப்பாக்கியாக 


2x2 + 3y3-5z8 
இருக்குமென்று நிரூபி . 


3. ( d . B , Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர் 
கோடுகளின் திசைகொசைன்கள் al ? + bm2 + cn3 = 0 
கூம்பைப் பிறப்பிக்குமெனக் காண்பி . 


என்ற 


4 . ஒரு கூம்பின் பிறப்பாக்கிகள் ( 1 , 1 , 1 ) என்ற புள்ளியின் 
* வழியாகச் செல்லும் . அதன் திசைகொசைன்கள் ( 1, m , n) , 
] ? + m3 = 3n ? என்ற உறவை சரிசெய்யும் . அப்படியானால் 
கூம்பின் சமன்பாடென்ன ? 


-5-4-2 . நிலை அச்சுகளின் வழியாகச் செல்லும் கூம்பின் பொதுச் 

சமன்பாடு 
உச்சி ஆதியாக இருப்பதால் , கூம்பின் சமன்பாட்டை 
sax : + by : + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 என்று கொள்ளலாம் . 

X- ன் அச்சு ஒரு பிறப்பாக்கியாக உள்ளதால் , அதன் திசை 
கொசைன்கள் ( 1 , 0 , 0 ) கூம்பின் சமன்பாட்டை சரிசெய்யும் . 

எனவே , Q = 0 
அதேமாதிரி y- அச்சு , z- அச்சு பிறப்பாக்கிகளாக இருப்பதால் , 

b = 0 


c = ) 


Z 


ஆதலால் கூம்பின் சமன்பாடு fyz + gzx + hxy = 0 

f g 

h 
அல்லது + + 

= 0 

x ஒ 
கிளைத்தேற்றம் 

ஒரே ஆதியின் வழியாகச் செல்லும் இருஜதைச் செங்குத்து 
அச்சுகளைப் பிறப்பாக்கிகளாகக் கொண்ட கூம்பைக் காண்க . 
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ஒரு தொடரை நிலை அச்சுகளாகக் கொள்ளலாம் . அதைப் 
பொருத்து மற்றொரு தொடர் நேர்கோடுகள் OP, 00, OR . 
இவைகளின் திசை கொசைன்கள் ( l , my ni ) : ( l ,, mg , ns ) ; 
{ lgs mg , ng ) என்க . 
கூம்பின் சமன்பாடு 

fyz-+ gzx + hxy = 0 
இரண்டு 

நேர்கோடுகளை ( 0P , 0Q ) பிறப்பாக்கியாகக் 
-- கொண்டால் 

fman1 + gnall + hlmy == 0 
fmgh , + gngle + hlymg 

0 
OP , OQ . OR என்ற நேர்கோடுகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத் 
தாக இருப்பதால் , அதன் திசைகொசைன்கள் கீழ்கண்ட நிபந்தனை 
களுக்குக் கட்டுப்படும் 
m111 +-mzha + mghs = 0 

( A ) 
Rl1 + ngle + ngls = 0 

( B ) 
11m1 + l , m , + igms = 0 

( C) 
( 1 ) + ( 2 ) 

f ( mini + mghs) + g{nli + nglz} + htlam + lyms ) = 0 
( A) , ( B) , ( C) நிபந்தனைகளை உபயோகித்தால் , 

fmghs + gngle + hlyms = 0 
அதாவது , OR-ம் கூம்பின் பிறப்பாக்கியாகிறது . 
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1. மூன்றுநிலை அச்சு களின் வழியாகவும் 


X | 
11 


= ;;;--- 


2 


என்ற நேர்கோடுகளின் வழியாகவும் செல்லும் கூம்பின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
2. நிலை அச்சுகளை பிறப்பாக்கிகளாகவும் ( 1 ) , m ,, ni ) ; 

ng ) என்பவைகளைத திசைகொசைன்களாக 
ஆதியின் வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடுகளை பிறப்பாக்கி 
களாகவும் உடைய கூம்பின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


உடைய 


(lg, mai 
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5.5 . இருபடி பொதுச் சமன்பாடு ஒரு கூம்பை குறிக்கவேண்டுமானால் , 

அதற்கான நிபந்தனைகள் 

an " + by + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy + 2ux + 2yy + 2wz + d = 0 
என்பதை இருபடி பொது சமன்பாடாகக் கொள்க . 


கூம்பின் உச்சியின் அச்சுதூரங்கள் ( d , B > Y ) என்க . 
ஆதியை உச்சிக்கு மாற்றவும் . 
அப்போது சமன்பாடு 
a ( x + d ) + b ( y + B ) * + c { z + Y ) ? 
+2] ( y + B)( z + Y ) + 2g ( x + Y ){ x + d ) 
+ 2h ( x + Y ) { y + 3 ) + 2u { x + d ) + 2v ( x + B ) 
+ 2w[ z + Y} + d 0 என்றாகும் . 
அதாவது , 
(ax + by * + cz + 2fye + 2gzx + 2hxy ) 
+2[ x ( ad + hs + gY + u ) + ythu + bB + fy + y ) 

+ z ( ga + fB + cy + w] ] 
+ [ d { ad + hs + gY + u ) + B { hd + bs + fY + y) 

+ r { ga + fe + cY + w ) + Hd + vs + wY + d ] ] = 0 . 
இது உச்சியை ஆதியாக உடைய கூம்பின் சமன்பாட்டை குறிப் 
பதால் , அதன் சமன்பாடு இருபடித்தானதாக இருக்கவேண்டும் . 
எனவே , 

al + hs + gY + u = 0 
hd + bs + fY + v = 0 
gd + fs + cY + w = 0 
uct + yB + wY + d = 0 


( u , B ,1Y) என்ற உறுப்புகளை நீக்கினால் நமக்குக் கிடைப்பது . 

a h g 


14 


h , b b y 


= 0 


* 


A 


Y 


wd 
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இதுவே இருபடிப் பொதுச் சமன்பாடு ஒரு கூம்பைக் குறிப்பதற் 
கான நிபந்தனையாகும் . 

மா.க. 4x - y + 2z + 2xy - 3yz + 12x - 11y + 6z + 4 = 0 
என்ற சமன்பாடு ( - , --2 , -3 ) என்ற புள்ளியை உச்சியாகக் 
கொண்டக் கூம்பைக் குறிக்குமென்று நிரூபி . 
5.6 . கூம்பின் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று பிறப் 

பாக்கிகள் 


Z 


ax + by + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 

என்ற கூம்பிற்கு 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று பிறப்பாக்கிகள் உண் 
டென் றால் , அதற்கான நிபந்தனை கண்டுபிடிக்க . 

y 

( 1 ) 

H 
என்ற கோட்டை கூம் பின் ஒரு பிறப்பாக்கியாகக் கொண்டால், 

al * + biu > + cv" + 2f |Ly + 2gv / + 2hx| d = 0 
1. நேர்கோட்டிற்கு செங்குத்தாக , ஆதியின் வழியாக வரை 
யப்படும் சமதளத்தின் சமன்பாடு , 

Ax + ly + vz = 0 என்றாகும் . 
இந்த சம தளம் கூம்பை இரண்டு பிறப்பாக்கிகள் வெட்டும் .. 
இப்படிப்பட்ட பிறப்பாக்கியின் திசைகொசைன்கள் (1, m n ,) 
என்றானால் , 
ale + bm2 + cn + 2fmn + 2gnl + 2hlm = 0 

( 2 ) 
Al + In + an = 0 

( 3 ) 
( 2 , (3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து n என்ற உறுப்பை 
நீக்கினால் , 
13 ay + c ^ 1-2ghAv) +2 ! m ( cAu + hy ? -gla + fX4 ) 

+ m ? { by + c -2fur ) = 0 
எனவே , இரண்டு பிறப்பாக்கிகளின் திசைகொசைன்கள் ( 1 ) 
my ni ) (l ,: mg , na) என்று கொண்டால் , 

mms| 
by : + c42 - 2f1y ay + cA - 2gav 
இது போல , 1 என்ற உறுப்பை நீக்கினால் , 
m , ma 

k . 
ay2 + cA1-2gA ajya + bxt_3hAL 
7 


-- 


hang 
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ஆகவே , 
1,1 , + m ,me + RRA k[ bra + cu1_2fAr + avi + cA : -2g Y + 

+ aja + b ^ ? - 2haF ] 
= k[ a[ u + 2 ) + b{p + ,3 ) + c ( ) + u ) - 2142-2g Y9 

-2hYy ] 
= k [{ a + b + c)(X- + H + » ?] ] 

(சமன்பாடு ( 4 )-ஐ உபயோகித்து ) 
இந்த இரண்டு பிறப்பாக்கிகள் செங்குத்தாக இருப்பதால் 

1,19 + mimg + nn = 0 
ஆதலால் , 

a + b + c = 0 


பயிற்சி 40 


+ 


+ 


aal 


C | 


1. 5yz - Bzx - 3y = 0 என்ற கூம்பிற்கு - * என்ற 
நேர்கோடு , ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று பிறப்பாக்கி 
களில் ஒன்றானால் , மற்ற இரண்டின் சமன்பாடுகளைக் கண்டுபிடி . 

2. ஒரு நேர் வட்டகூம்பு ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான 
மூன்று பிறப்பாக்கிகளை கொண்டால் , அதன் 

அரை உச்ச 
கோணம் tan 1/2 என்று நிரூபி . 

3. an + by + cz = 0 , yz + zx + xy = 0 என்ற சமன்பாடுகள் 
நிர்ணயிக்கும் இரு நேர்கோடுகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக 

1 1 1 
இருந்தால் , 

5 

= 0 என்று நிரூபி . 
4, { b -- c ] x + ( c - a ) y + (a - b } z + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 ; 
என்ற கூம்பை Ix + my + ny = 0 என்ற சமதளம் செங்குத்தான 
இரு கோடுகளில் வெட்டினால் , (b - c ]le + (c - a] m + { a - b] n + 
2fmr + 2gal + 2htm = 0 என்று நிரூபி . 
5.7 . கூம்பை நேர்கோடுகள் வெட்டும் விதம் 

கூம்பின் சமன்பாடு 

ax + by + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 என்றும் , நேர்கோட் 
டின் சமன்பாடு 
x - d 

= என்றும் கொள்க. 
1 


m 
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கூம்பு 
நேர்கோட்டின் 

மேல்உள்ள புள்ளி[ { d + Ir , (B +mr) , 
{ Y + nr ]] கூம்பின் மேல் அமைந்தால் , 

r ? ( ale + bm ? + cn ? + 2fmn + 2gnl + 2hlm ) 
+2 : [ {{ad + hs + gY ) + m {hu + bz + fy ) 
+ n [ gd + f3 + cY} ] + [ ada + bp2 + cY2 

+ 2f BY + 2gYd + 2hd3] = 0 
இந்த சமன்பாடு Y - க்கு, Y1 , Y , என்ற இரண்டு மூலங்களைக் 
கொடுக்கிறது . 


எனவே இருபடி கூம்பை ஒரு நேர்கோடு இரண்டு புள்ளி 
களில் சந்திக்கிறது . 
கிளைத் தேற்றம் 
இருபடிக் கூம்பை ஒரு சமதளம் இருபடி வரையில் சந்திக்கிறது . 

பயிற்சி 4.1 
cx + by : + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 

கூம்பிற்கு 
y 

என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாக வரையப்படும் 
நாண்களின் மையப் புள்ளிகள் x ( al + hm + gn } + y ( hl + bm + fn ) +1 
(gl + fm + cn ) = 0 

என்ற சமதளத்தின்மேல் 

அமைகின்றன 
என்று நிரூபி . 


என்ற 


Z 


m 


7 


5,71 . தொடுதளம் 

ax + by + cz + ? fyz + 2gzx + 2hxy = 0 என்ற கூம்பிற்கு 
(d, s , Y ) என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுதளத்தின் 
சமன்பாட்டை கண்டுபிடிக்க : 

(d , s, Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாக ஏதாவதொரு நேர் 
கோடு வரைக , அதன் சமன்பாடு . 

y - B z - Y 

- ( 1 ) 
1 
இந்த நேர் கோடு கூம்பை சந்திக்கும் புள்ளிகள் , ( d > B , Y) என்ற 
புள்ளியிலிருந்துள்ள தூரங்களை , 


in 


Y ( ale + bm ? + cn3 + 2fmn + 2gnl + 2hlm ) 
+ 2Y [I (ad + hs + gY) + m { hd + bs + fY } + n[ gd + fs + cy ) ] 
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+ [ ad ? + bs ? + cY ? + 2fBY + 2gYd + 2hds ] = 0 
என்ற சமன்பாடு கொடுக்கிறது. ( d , B , Y ) கூம்பின்மேல் 
இருப்பதால் , 

ad * + bs + cY * + 2fBY + 2gYd + 2hs = 0 
ஆதலின் Y- ன் ஒரு மூலம் = 0 
அடுத்த மூலமும் ஆகவேண்டுமானால் 
1(ad + hs + gY } + m ( hd + bs + fY ) + n [ gd + fB + cY ) = 0 

இதிலிருந்து சமன்பாடு ( 1 ) -ஐ உபயோகப்படுத்தி 1 , m, r 
என்ற உறுப்புகளை நீக்கினால் , 
( x - d ) {ad + hs + gY ) + ( y - B )( hd + bs + bY ) + ( z - Y ) 

( gd +fB + cY ) = 0 
அல்லது , 
x ( ad + hs + gY} + y [hd + bs + fY ) + z{ gd + fs + cY ) 

= ad + bpa + cY + 2fBr + 2grd + 2hdp = 0 . 
adx + bzy + cYz + f (yY + zB } + g { zd + xY ) + h { xp + yd ) = 0 
இதுவே கூம்பின் தொடு தளத்தின் சமன்பாடாகும் . 


கிளைத்தேற்றம் 

( d> B , Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் பிறப்பாக்கி 
யின்மேல் உள்ள எந்தப் புள்ளியின் அச்சுதூரங்களும் ( Ad , MB , 
AY ) எனக்கொள்ளலாம் ( Ad , A3 , AY ) என்ற புள்ளியில் 
வரையப்படும் 

கூம்பின் தொடுதளத்தின் சமன்பாடும் 
இதுவே . எனவே , கூம்பின் எந்த புள்ள யில் வரையப்படும் தொடு 
தளம் அந்தப் புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் கூம்பின் 
பிறப்பாக்கியின்மேல் உள்ள எலலாப் புள்ளிகளையும் தொடும். 
ஆகவே , தொடுதளம் கூம்பை பிறப்பாக்கியின்மேல் தொடுகிறது . 
என்கிறோம் . 


5-7.2 . தளம் தொடுவதற்கான நிபந்தனை 

ax2 + by + cz ? - 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 என்ற கூம்பை 

lx + my + nz = 0-1) என்ற சமதளம் தொடவேண்டுமானால் 
அதற்கான நிபந்தனையை கண்டுபிடிக்க. 

சமதளம் கூம்பை ( d , s , Y ) என்ற புள்ளியில் தொட்டால் , 


கூம்பு 

101) 
( d , B , Y) என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடு தளத்தின் 
சமன்பாடு , 

x ( ad + hs + 8Y ) + ythd + bs + fY ) + z [ gd + fB + cY ) = 0 ( 2 ) 
சமன்பாடுகள் ( 1 ) , (2 ) ஒரே சமதளத்தையே குறிக்கின்றன . 


2 


எனவே , 
ad + hBagy hd + bg + fy | gd + fs + cy 
1 

ad + hs + gY - Al = 0 ( 3 ) 
hd + bs + fy - Am = 0 ( 4 ) 
gd + fs + cy - An = 0 (5 ) 

ld + mB + nY = 0 ( 6 ) 
[ { 6 } ஆம் சமன்பாடு ( 1 ) சமதளத்தின்மேல் (U : B.Y) என்ற புள்ளி 
அமைவதால் ] ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) , ( 5) சமன்பாடுகளிலிருந்து d , B , Y, 
- > என்ற உறுப்புகளை நீக்கினால் , 


a h g I 


h b f m 


= 0 


1 m 


n 0 


இதுவே வேண்டிய நிபந்தனையாகும் . இதைச் சுருக்கினால், 
* Al ? + Bm ? + Cn + 2Fmnx 2Gn ! -2HIm = 0 என்றாகும் . 


இங்கு A , B , C , F, G, H என்பவை 


a h g 


h 1 


b 


என்ற அணிக்கோவையில் , a , b, c f , g, h என்பவைகளின் 
இணைக் காரணிகளாகும் . அதாவது A bc - f2 ; B = ca - g " 
C = ab - h ; F = gh - af ; G = hf - bg ; H = fg - ch . 
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பயிற்சி 42 


1. lyz + mzx + nxy : 

= 0 என்ற கூம்பின் தொடு தளங்கள் , 
I " x * + m * y - n z _2mnyz - 2nlzx - 21mxy = 0 என்ற கூம்பின் 
பிறப்பாக்கிகளை செங்குத்தாக வெட்டுமென்று நிரூபி . 


2. 3x + 4y * + 5z + 2yz + 4zx + 6xy = 0 என்ற கூம்பின் 
தொடுதளத்திற்கு ஆதியிலிருந்து வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோடுகள் 


19x2 + 11y3 . 3z + 6yz - 10zx - 26xy = 0 என்ற கூம்பின்மேல் 
அமையுமென்று நிரூபி . 
3 . நிலை 

அச்சு தளங்களை தொடும் கூம்பின் 
சமன்பாடு azx2 + by + cz -2bcyz_2cazx - 2abxy = 0 என்று 
காண்பி , 


பொது 


5.8 . தலைகீழான கூம்புகள் ( Reciprocal Cones ) 


ax + by + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 ( 1 ) என்ற கூம்பின் 
உச்சியின் வழியாக , அதன் தொடு தளங்களுக்கு வரையப்படும் 
செங்கு ததுக் கோடுகளின் நியமப்பாதை : 

கூம்பு ( 1 )-க்கு 1x + my + nz = 0 (6 ) என்பது தாடுதள 
மானால் , Al ? + Bm ? + CR ? + 2Fmn + 2Gnl + 2AIm = 0 ( 2 ) என்ற 
நிபந்தனைக்கு 1, m n , கட்டுப்படவேண்டும் . 


ெ 


சமதளம் ( 6 ) -க்கு செங்குத்தாக உச்சியின் வழியாக செல்லும் 
நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 


X 


Z 


1 


= 


3 ) என்றாகும் . 


m 


11 


( 2 ) , ( 3 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 1, 111 , n உறுப்புகளை நீக்கி 
னால் , நமக்கு கிடைப்பது 

Ax: + Py + Cze + 2Fyz + 2Gzx + 2Hxy = 0 ( 5 ) . இதுவே சமன் 
பாடு ( 3 ) நிர்ணயிக்கும் நேர்கோடுகளின் நியமப்பாதையாகும் . 
அந்த நியமப்பாதை ஆதியை உச்சியாகக்கொண்ட கூம்பைக் 
குறிக்கிறது . இந்த கூம்பை தலைகீழான கூம்புகள் என்கிறோம் . 
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கிளைத் தேற்றம் : 

1. இப்போது Ax + By + Cz + 2 Fyz + 2Gzx + 2 Hxy = 0 
என்ற கூம்பின் தொடு தளங்களிலிருந்து செங்குத்தாக வரையப் 
படும் நேர்கோடுகளின் நியமப்பாதை 


A x + B y + C z ? + 2F yz + 2G zx + 2 H xy = 0 
இங்கு A , B , C , F , G , H என்பவை . 

A TH | G 


H 


B 


F 


என்ற அணிக்கோவையில் 


G F 


G 


A , B , C. F , G , H என்பவைகளின் இணைகாரணிகளாகும் . 
ஆனால் , 

BC - F2 = aD 
CA- G3 = bD 
AB- H2 = cD 
GH - AF = fD 
HF -- BG = GD 
FG - CH = HD 


சமன்பா 


ax + by : + cze + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 

என்றாகிறது . 
அதாவது ( 4 ) சமன்பாடு ( 1 ) சமன்பாடாகிறது . எனவே ( 1 ) , 
( 5 ) சமன்பாடுகள் நிர்ணயிக்கும் கூம்புகளை தலைகீழ் கூம்புகள் 
என்கிறோம் . 


கிளைத் தேற்றம் : 2 . 

ax + by : + cz ? +2 fyz + 2 fyz + 2gzn + 2hxy = 0 என்ற 
கூம்பிற்கு ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தானமூன்று தொடுதளங்கள் 
இருக்கவேண்டுமானால் , 

Ax + By : + Cz ? +2 Fyz + 2 Gzx + 2 Hxy = 0 


என்ற கூம்பிற்கு , ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று பிறப் 
பாக்கிகள் அமைய வேண்டும் . 

அதற்கான நிபந்தனை A + B + C = 0 என்பதாகும் . 
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பயிற்சி 43 


22 


x2 

y ? 
+ 

+ 


4 


1. ax + by : + cz2 = 0, 

என்ற 

கூம்புகள், 
தலைகீழ் கூம்புகளென நிரூபி. 

2. மூன்று நிலை அச்சுதளங்களை தொடும் கூம்பின் பொது 
சமன்பாடு , 

Vfx + Vgy + Vhz = 0 என்று காண்பி . 
3. 

ayz + bzx + cxy = 0 , ( ax ) + ( by ) + ( cz ) } = 0 
என்ற கூம்புகள், தலைகீழ் கூம்புகளென நிரூபி . 
5-9 . நேர்வட்ட கூம்புகள் ( Right circular Cones ) 
வரையறை : 

நிலையான புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு , 
வேறொரு நிலையான நேர்கோட்டுடன் மாறாத கோணத்தை உண் 
டாக்கினால் , அந்த நேர்கோடு பிறப்பிக்கும் மேற்பரப்பே நேர்வட்ட 
கூம்பாகும் . 

நிலையான புள்ளியை உச்சியென்றும் , நிலையான நேர் 
கோட்டை அச்சு என்றும் , மாறாத கோணத்தை அரை உச்ச 
கோணமென்றும் கூறுவோம் . 


5-9. 1. நேர்வட்ட கூம்பின் சமதள முக வெட்டு ஒரு வட்டமாகும் . 

அர்த சமதளம் கூம்பின் அச்சுக்கு செங்குத்தாக இருக்க 
வேண்டும் . 


N 


படம் - 14 
ON அச்சுக்கு செங்குத்தான சமதளம் கூம்பின் அச்சை N 
என்ற புள்ளியில் வெட்டட்டும் . முகவெட்டின்மேல் P என்ற 
ஏதாவதொரு புள்ளியை எடுக்கவும் . 
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ON LT NP 
PN 

= tan d; d = அரை வட்டக்கோணம் . 
NO 


NP = ON tand. 
எனவே P- ன் நியமப்பாதை ஒரு வட்டமாகும் . 


5-9 . 2. நேர்வட்டக் கூம்பின் சமன்பாடு , 


( d , B , Y ) என்ற புள்ளியை உச்சியாகவும் , 

y - B z-Y 


부 


17 


n 


என்ற நேர்கோட்டை அச்சாகவும் , 19 என்ற கோணத்தை 
அரை உச்ச கோணமாகவும் - உடைய கூம்பின் சமன்பாட்டை 
கண்டுபிடிக்க : 

கூம் பின்மேல் ஏதாவதொரு புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் 
{ x , y, z) என்க . OP- ன் திசை விகிதங்கள் x - d , y - B , 2 - Y ; 
அச்சின் திசை விகிதங்கள் 1 , m , n அவைகளுக்கு இடையே உள்ள 
கோணம் 8 எனவே , 
Cosa - 

1 ( x-d ) + m ( y - B ) + n ( z - Y ) 

V3 + m + n ? V { x - d } + { y - B ) + ( z - Y ) ? 
எனவே கூம்பின் சமன்பாடு , 


[ { { x- d ) + m ( y - B ) + n ( z - Y ] ] = { 1 * + m * + n ) Cos 2 a 

x [ [ x - d ) 2 + ( y -- B } 2 + (z - Y ) ] 


கிளைத் தேற்றம் 1 . 

உச்சியின் அச்சு தூரங்களை {0 , 0 , 0 ) என்றால் , 

{ix + mx + nz) = (1° + m + n ? ) ( x + y + z ) Cos ? 8 
என்பதே கூம்பின் சமன்பாடாகும் . 


கிளைத் தேற்றம் 2 . 


உச்சி ஆதியாசவும் , அச்சு , z- நிலை அச்சாகவும் அமைந்தால் , 
கூம்பின் சமன்பாடு 

z = { x + y + 2 ) Cos a 
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அல்லது , 


x + y = z tan g 


கிளைத் தேற்றம் 3 

ஒரு நேர்வட்ட கூம்பு ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்றும் 
பிறப்பாக்கிகளை கொண்டால் 
1 + 1 -tan ? G 

2 


tana 


- 


8 tan - 103 
கிளைத்தேற்றம் 4 

ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று தொடுதளங்களை 
கொண்டால் , 

1- tana e- tan20 = 0 [ கி . தே . 2 ] 


1 


tano 


1 


D 

= tan - !1 


* 


பயிற்சி 44 
1. உச்சி ஆதியாகவும் , அச்சு x- நிலை அச்சாகவும் , அரை 
உச்சகோணம் ஆகவும் உள்ள நேர்வட்ட கூம்பின் சமன்பா 

3 
டென்ன ? 

T 
2. ஆதியை உச்சியாகவும் , அரை உச்சகோணம் 

41 
வும் , x = y = z என்ற நேர்கோடு அச்சாகவும் உடைய நேர்வட்ட 
கூம்பின் சமன்பாடு ( x2 + y + z ) - 4 ( yz + zx + xy ) = 0 என்று 
நிரூபி , 

Z 
3 . ஆதியை உச்சியாகவும் , 

ற 

கோட்டை 

2 3 4 . 
அச்சாகவும் உடைய கூம்பு (2, 1 , 1 , ) என்ற புள்ளியின்வழியா 
கச் சென்றால் , அதன் சமன்பாட்டை கண்டுபிடி . 

4. 0y , 0z , x = y = z என்ற நேர்கோடுகளை பிறப்பாக்கிகளா 
கக் கொண்ட நேர்வட்டக் கூம்பின் அரை உச்ச கோணம் 
என்றால் Cos d = [ 9-413 )-2 என்று நிரூபி . 


- 


- 


என் 
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5. மிகையாகவுள்ள ( Positive ) மூன்று நிலை அச்சுகளை 
கொண்ட நேர்வட்டக் கூம்பின் சமன்பாட்டை கண்டுபிடி, 


5-10. ஒரு சமதளம் கூம்பை வெட்டும்போது உண்டாகும் கேர் : 

கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள கோணம் . 


இங்கு , 


a 


h 


h 


b 


f 


என்ற அணி கோவையை D 


8 


f 


C 


என்றும் , 


| a h g - 


h b f Y 


என்ற ; அணிகோவையை P2 


W 


0 


HY w 
என்றும் கூறுவோம் . 


P2 = -- 

- ( Au + By2 + CL + 2 Fww + 2 Hus 


ux + vy + wz = 0 என்ற சமதளம் f ( x , y, z ) = ax ? 

+ by : + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 என்ற கூம்பை வெட்டி 
னால் ஏற்படும் நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தை: 
கண்டுபிடிக்க : 


என்ற நேர்கோடு சமதளத்தின்மேல் அமைந் 


m 11 


1 
தால், 


ul + vm + wn = 0 


...( 2 ) 


அதுவே கூம்பின் மேலிருந்தால் 

ale + lm2 Fcn ? + 2fmn + 2gnl + 2hlm = 0 
( 1 ) , ( 2 ) , சமன்பாடுகளிலிருந்து n ஐ நீச்கினால் , 
12 ( cu ? + av2-2 gwu) +2 ! m ( hw + cuy --fuw 

gPw ) + vh ( cv2 + bw2_2fyw } = 0 
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எனவே கூம்பிற்கும் , தளத்திற்கும் பொதுவாக இரண்டு கோடு 
கள் உள்ளன. அவைகளின் திசை கொசைன்கள் 


!1 > mj , n >) ; [ lg , mg , ns ) என்றால் , 
11 mi ma / 

|1mz + lymy 
Iw ? + cy ? _2fvw cu + aw2-2guw -2( hw + cuv - fuw - gvw 

Im - 12 ml 
+ 2[ {hw + cur - juw - gvw 

- (bw + cv3-2fvw ) x {cu + aw - 2guw ] } 
1 mg - l, m1 | 

+ 2 wP 


இதுபோல இவைகள் 


nil , -n1 


- 


+2 vP 


Rt n , 

my ne - mahi 
ay +- bu2 - 2huv + 2uP 
“என்பவைசளுக்கு சமமாகும் . 


எனவே , இரண்டு கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள கோணம் 9 
ஆனால் , 


+ my ma ) 

+ ry n ? 


Cos 9 

sin G 
1, 12 + n 

[ z ( my nz - inz ny ) , ] ; 
Cos ) 

sin 9 
( a + b + c ) ( u? + v3 + w? ) + , ( u? + v2 + w2 ) } P 
- f (u , v, w ) 


பயிற்சி 45 


1. ஆதியை உச்சியாகவும் , x = a, y: + z ? == b2 என்ற 
வட்டத்தை அடியாகவுமுள்ள கூம்பின் சமன்பாட்டைக் கண்டு 
பிடி . 


2. ஒரு 


கூம்பின் உச்சி ( L , B , Y) என்ற புள்ளியாகவும் , 
கூம்பின் பிறப்பாக்கிகள் 

y 
+ = 1 , z = 0 என்ற இருபடி 

b , 
வளைவரையின் வழியாகச் சென்றும் அமைந்தால் , கூம்பின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . 
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3. ax : + by ? + cz2 + 2ux + 2vy + 2 wz - + d = 0 என்ற 
சமன்பாடு ஒரு கூம்பைக் குறிக்க வேண்டுமானால் , 


w2 


+ 


+ 


= d என்று நிரூபி . 


a 


C 


4. 2y : - 8yz - 4zx -- 8xy + 6x - 4y - 2z + 5 = 0 

2x + 2y2 + 7z ? - 10yz - 10zx + 2x + 2y + 26z - 17 = ) 
என்ற சமன்பாடுகள் ( -1 , 3 , 5 ) ( 2 , 2 , 1 ) என்ற புள்ளிகளை உச்சி 
களாக உடைய கூம்புகளைக் குறிக்கின்றன என்று நிரூபி , 


5. எந்த சமதளத்தின் செங்குத்துக்கோடு (b + c) x + 
(c + a ] y + ( a + b ] z ? = 0 என்ற கூம்பின்மேல் விழுகிறதோ , 
சமதளம் , ax + by + cze = 1 என்ற மேற்பரப்பை செவ்வக அதி 
பரவளைவில் சந்திக்கிறதென்று காண்பி . 


6. ax2 - by : + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 என்ற கூம்பு 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று தொடுதளங்களைக் 
கொண்டால் , bc + ca + ab = b +g + h என்று காண்பி . 


7. ax + by + czr + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 0 என்ற கூம்பை 
x (al + hm + gn ) + y ( hl + bm + fn ) 

+ z ( gl + fm + cn ) = 0 என்ற சமதளம் வெட்டும் நேர்கோடு 
களில் வரையப்படும் தொடு தளங்கள் சந்திக்கும் நேர்கோடு 
x 

z | 

என்று நிரூபி . 


1 


8. ax + by + cz = 0 என்ற கூம்பிற்கு அதன் செங்குத் 
தான பிறப்பாக்கிகளை தொடும் , தொடு தளங்கள் சந்திக்கும் நேர் 
கோடுகளின் நியமப்பாதை a2 {b + c ) x + b ? ( c + a) y + c (a + b ) 
z = 0 என்று காண்பி , 


9. x - 1 = y - 2 + z + 1 என்ற கேர்கோடு z ? -xy + 2x + y + 2z 
= 120 என்ற மேற்பரப்பில் முழுமையாக அமைகிறதென்று 
காண்பி . 


10 , ( 0 , 0 , 3) என்ற புள்ளியை உச்சியாகவும் x + y = 4 , 
2 = 0 என்ற வட்டத்தை உதவி உளைகோடாகவும் கொண்ட நேர் 
வட்ட கூம்பின் சமன்பாட்டை கண்டுபிடி. 
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11. ( 1 , 2 , 2 ) , ( 2, 1-2 ) , ( 2. -2, 1 ) என்ற புள்ளியின் 
வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தை வெட்டி ஆதியின் வழியாகச் 
- செல்லும் நேர்கோடுகள் பிறப்பிக்கும் நேர்வட்டக் கூம்பின் சமன் 
பாட்டை கண்டுபி ... 


12. x- நிலை அச்சு , y-நிலை அச்சு இவைகளின் வழியாக வரை 
யப்படும் சம தளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 8 அப்படியா 
னால் அந்த சம தளங்கள் சந்திக்கும் நேர்கோடுகளின் நியமப்பாதை 
z ? { x3 + y + ze ) x y tan 29 5.ன்று காண்பி . 


yz | ZX ) Xy 
13. x- y + z = 0 , 

+ --- 

= 0 என்ற நேர் 

C - d u- 
கோடுகளுக்கிடையே யுள்ள கோணத்தை கண்டுபிடி . 


14. a + b + c = 0 என்றால் , x + y + z = 0 , ayz + bzx + cxy = 0 + 
என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையே யுள்ள கோணம் / 2 என்றும், 
1 1 1 

b 

+ = 0 என்றால் கோணம் 1/3 என்றும்நிரூபி . 


a 


C 


15. fyz + gzx + hxy = 0 + ax : + by : + cz550 என்ற கூம்புகளை 
Ix + my + nz = 0 என்ற சமதளம் வெட்டும் கோடுகள் பொருந்து 
வதற்கான ( Coincident ) நிபந்தனைகளைக் கண்டுபிடி . 


16. ayz + bzx + cxy = 0 என்ற கூம்பை ux + yy + wz = 0 என்ற 
சமதளம் வெட்டு கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள 

கோணத்தை 
கண்டுபிடி . 


17. ax + by + cz - 0 என்ற கூம்பை ux + yy + wz = 0 என்ற 
சமதளம் வெட்டும் நேர்கோடுகளின் சமவெட்டிகள் 
ulb - c ) 

w ( a - b ) 

= 0 என்ற கூம்பின் 
மேல் அமையுமென்று காண்பி . 


X 


z 


18 , x - 2y - 1 = 0 , z = 0 என்ற நேர்கோட்டை x- நிலை அச்சை 
பொருத்து சுற்றும்போது ஏற்படும் கூம்பின் சமன்பாட்டை 
கண்டுபிடி . அந்தக் கூம்பின் உச்சியின் அச்சு தூரங்களையும் 
கண்டுபிடி . 


19. yz + zx + xy = 0 என்ற கூம்பு x + y + z5 = a5 என்ற 
கோளத்தை இருசம வட்டங்களில் வெட்டுகிறதென்று காண்பி . 
அவை களின் பரப்புகளையும் கண்டுபிடி . 
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600 


- 


20. ( 1 , -2, 1 ) என்ற புள்ளியை அச்சாகவும் , 
கோணத்தை அரை உச்சி கோணமாகவும் , 

x + 1 y + 2 z+ 

3 
என்ற கோட்டை அச்சாகவும் உடைய கூம்பின் சமன்பாட்டை - 
கண்டுபிடி . 3x - 4y + 5z = 28 என்ற சமதளம் கூம்பை வட்டத்தில் 
வெட்டுகிறதென்று நிரூபி . இந்த வட்டத்தை அடியாகவுள்ள நேர் 
வட்ட உருளையின் சமன்பாட்டை கண்டுபிடி . 


6. உருளை 

( Cylinder )) 


6.1 . 


வரையறை 


கொடுக்கப்பட்ட ஒரு நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவும் , இந்த 
நேர்கோட்டிற்கு இணையாக அமையாமல் உள்ள சமதளத்திலுள்ள 
வளைகோட்டின் வழியாகவும் செல்லும் நேர்கோடு பிறப்பிக்கும் 
மேற்பரப்பே உருளை என்கிறோம் . வளைகோட்டின் வழியாக 
செல்லுவதற்குப் பதிலாக கொடுக்கப்பட்ட ஒரு மேற்பரப்பை 
தழுவலாம் . 


உருளை பிறப்பிக்கும் நேர்கோட்டை பிறப்பாக்கி என்றும் 
வளைகோட்டை உதவி வளைகோடு என்றும் கூறலாம் . 


x 


Z 


6.2. உருளையின் சமன்பாடு 

2gx உருளையின் பிறப்பாக்கிகள் ax " + 2hxy +by + 2gx + 2fy 
+ c = 0 , z = 0 என்ற இருபடி வளைவரையை வெட்டிக்கொண்டும் 

1 
1 

என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவும் அமைந்தால் 
அதன் சமன்பாட்டை கண்டுபிடிக்க : 

( d . B , Y ) என்ற ஏதாவது ஒரு புள்ளி உருளையின் மேல் 
அமைவதாகக் கொள்க . அதன் வழியாக வரையப்படும் பிறப் 
பாக்கியின் சமன்பாடு , 


771 


7 


ソース 


ml 


11 


இந்த நேர்கோடு z = 0 என்ற தளத்தை 


[ s- # B- * , ]1 


உருளை 
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என்ற புள்ளியில் வெட்டும் . 
வளைவரையின்மேல் இருந்தால், 


இந்தப் 


புள்ளி 


இருபடி 


=(4 -*)*+»(4- +}{a- % ) ++ (3-5 ) 

+ 2g (d-% ) +2] (s+"W") 
- (:-H) + 21( x- H )() - # )+5 (y- " ")" 


+ c = 0 


இந்த நிபந்தனை , ( d , s , Y ) என்ற புள்ளி , 


ly 

my 
+ 

+ c = 0 

n 
என்ற மேற்பரப்பின்மேல் அமைவதற்கானது . 
எனவே , 

anx - ly )* + 2h(nx + ly } ( ny - mz ) 
+ b ( ny - mz ) + 2g ( nx + lz ) + 2f ( ny - mz ) 

+ cn = 0 என்ற சமன்பாடு உருளையினுடையது என்று 
கொள்ளலாம். 


கிளைத் தேற்றம் 1 
பிறப்பாக்கி z-நிலை அச்சுக்கு இணையாக இருந்தால் 

l = 0, m = 0 , n = 1 
எனவே , உருளையின் சமன்பாடு 


ax + 2hxy + by " + 2gx + 2fy + c = 0 என்பதாகும். 
முன்பே தெரிந்தது . 


து நமக்கு 
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1. x2 + 2y " = 1 , z = 0 என்ற நீள் வட்டத்தை உதவி வளை 
கோடாகவும் x * -- } y = zz என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாக 
வுள்ள பிறப்பாக்கியாகவும் உள்ள உருளையின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 


2. ax + cz = 2y , Ix + my + nz - p என்ற வளைகோட்டை 
சந்திக்கும் பிறப்பாக்கி -நிலை அச்சுக்கு இணையாக இருந்தால் , 


8 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
அந்தப் பிறப்பாக்கி பிறப்பிக்கும் உருளையின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 
3 , ax + 2hxy + by + 2gx + 2fy + c = 0 

என்ற உருளைக்கு 
(xy , y , z | ) என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுதளத்தின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . ( x ) , y1 , 21 ) என்ற புள்ளியின் வழி 
யாகச் செல்லும் பிறப்பாக்கியின்மேல் உள்ள எல்லாப் புள்ளி 
களிலும் அந்தத்தளம் தொடுமெனக் காண்பி . 


Z 


m 


1 


6.3 கோளத்தை அணைத்துக் கொள்ளும் உருளை 

x + y + z = a என்ற கோளத்தைத் தொடும் பிறப்பாக்கி 
களையுடைய உருளையின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடிக்க , அந்தப் 

y 
பிறப்பாக்கிகள் 

என்ற கோட்டிற்கு இணையாக 
1 
அமைவதாக ( x1 , y z } } என்ற புள்ளியை உருளையின்மேல் 
எடுத்துக்கொள்க . அதன் வழியாகச் செல்லும் பிறப்பாக்கியின் 
சமன் பாடு . 

x - x1 y - y1 | Z - Z 

뿌 


= 


m 


1 


இது x + y + z = a என்ற கோளத்தின் தொடுகோடாக இருக்க 
வேண்டுமானால் , 
( lx , + my : + nzj ) = ( 1 ° + m + n ) { x12 + yr + z - a ) எனவே , 
( xy , y , zi ) என்ற புள்ளியின் நியமப்பாதை (Ix + my + nz)? - 
( 1 * + m * + n * ) ( x + y + z - a ) இது : கோளத்தை அணைத்துக் 
கொள்ளும் உருளையின் சமன்பாட்டைக் குறிக்கும் . 
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யாக 


x =y =z என்ற சோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள பிறப்பாக்கி 
உடையதும் x + y + z - 2x - 4y - 6z + 29 = 0 

என்ற 
கோளத்தை அணைத்துக் கொள்ளுவதுமான உருளையின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


6.4 . நேர்வட்ட உருளை (Right circular cylinder ) 

வரையறை : உதவி வளை சோடு வட்டமாகவும் , பிறப்பாக்கி 
வட்டத்தின் தளத்திற்கு செங்குத்தாகவும் அமைந்தால் , உருளை 
நேர்வட்ட உருளையாகும் . 
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உருளை 


வட்டத்தின் மையத்தின் வழியாக அதன் தளத்திற்கு 
செங்குத்தாகவுள்ள நேர்கோட்டை உருளையின் அச்சு என்கிறோம். 
தேற்றம் : உருளையின் அச்சின் சமன்பாடு 

y - 3 

என்றும் , 


m 


n 


உதவி வளைகோடு வட்டத்தின் ஆரை / என்றும் கொண்டால் 
நேர்வட்ட் உருளையின் சமன்பாட்டை கண்டுபிடிக்க : 


உருளையின் மேல் உள்ள ஏதாவதொரு புள்ளியின் அச்சு 
தூரங்களை x , y , z , என்று கொள்க . உருளையின் அச்சிலிருந்து 
புள்ளியின் தூரம் = Y எனவே , 

( x - od) + ( y - B ) + ( z - Y) " 
[ l ( x - d ) + m ( y - B ) + n ( z - Y ] ] 2 

12 + m ? + n ? 
துவே நேர்வட்ட உருளையின் சமன்பாடாகும் . 
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1. < 5 என்ற எண்ணை ஆரையாகவும் 

2 
என்ற நேர்கோட்டை 

அச்சாகவும் கொண்டுள்ள நேர்வட்ட 
உருளையின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


2. x + y + z ? -9 = 0 , x - y + z = 3 

என்ற வட்டத்தை 
உதவி வளைகோடாகவுள்ள 

நேர்வட்ட 

2 - ருளையின் சமன் 
பாடென்ன ? 


வட்டத்தை 


3. { 1 , 0 , 0 ) ; (0 , 1 , 0 ) ; ( 0 , 0 , 1 ) என்ற புள்ளிகளின் 
வழியாகச் செல்லும் 

உதவி 

வளைகோடாகக் 
கொண்டுள்ள நேர்வட்ட உருளை பின் சமன்பாடு x + y + z 
-yz - zx - xy_l = 0 என்று நிரூபி . 
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Z 


1 . உதவி வளைகோடு x + y : = 9, 1 என்றும், 

என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவும் உள்ள 

3 
பிறப்பாக்கிகளையுடைய துமான 

உருளையின் 

சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 
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முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 





2. 4x : + y = 1 , z = 0 என்ற நீள் வளையத்தை உதவி வளை 
கோடாகவும் = , என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாக 
வுள்ள கோட்டை பிறப்பாக்கியாகவும் உள்ள உருளையின் சமன் 
பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


X 
2 


3. ஒரு 


உருளையின் உதவி வளைகோடு x + y : = 

= 21 
x + y + z = 1 என்ற சமன்பாட்டால் குறிக்கப்படுகிறது . அதன் 
பிறப்பாக்கி 2 நிலை அச்சுக்கு இணையாக உள்ளது . அதன் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


x | 


y 
in ) 


என்ற 


4. ஒரு உருளையின் பிறப்பாக்கி ax3 + by? = 61 z = 0 என்ற 

Z 
சமதள வளைகோட்டை வெட்டிக் கொண்டும் , 
நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவும் அமைந்தால் அந்த உருளையின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


h 


5. x + y + z3 = 9 , x- y + z = 3 என்ற வட்டத்தை உதவி 
வளைவு கோடாக உள்ள நேர்வட்ட உருளையின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டுபிடி . 


6 . ஒரு நேர்வட்ட உருளையின் ஆரை 2 என்றும் , அதன் 
அச்சு ( 1 , 2 , 3 , ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச்சென்று ( 2, -3 , 6 ) 
என்ற எண்களை திசை விகிதங்களாகக் கொண்டும் இருந்தால் 
அந்த உருளையின் சமன்பாடு என்ன ? 


7. x + y - 2x - 4y - 12 = 0 என்ற சமன்பாடு x = 1 , y = 2: 
என்ற நேர்கோட்டை அச்சாக உடைய நேர்வட்ட உருளையைக் 
குறிக்கிறதென்று நிரூபி , 


8. ஒரு நேர்வட்ட உருளையின் உதவி வளைகோடு ( 1 , 0 , 1 ) ; 
( 0 , 1 , 1 ) { 1 , 1 , 0 ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் வட்ட 
மாகும் . அப்படியானால் உருளையின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி, 


9. ஒரு நேர்வட்ட உருளையின் ஆரை 2 ஆகவும் அதன் 

} 
அச்சின் சமன்பாடு - 

-2 

என்றும் இருந்தால் , உருளை 
யின் சமன்பாடு 8x2 + 5y + 5z + 4xy + 8yz - 4zx - 36 = 0 என்று 
காண்பி . 


7 . 


மைய இருபடி மேற்பரப்புகள் 


7.1 . 


2 


29 


+ 


* 2 


2 * 12 


b ? * 


ye 


Q ? 


என்ற சமன்பாடுகளை கவனிக்கலாம் . 


( 1 ) ஏதாவதொரு புள்ளியின் அச்சுதூரங்கள் ( x , y, z ) 
மேற்கண்ட சமன்பாடுகளை சரிசெய்தால் , ( -x, -y , -- z ) என்ற 
அச்சுதூரங்களும் சமன்பாடு ளை சரிசெய்யும் . ஆனால் இந்த 
புள்ளிகளை சேர்க்கும் நேர்கோடு ஆதியின் வழியாக செல்லுகிறது . 
நேர் கோட்டின் மேல் உள்ள இந்த புள்ளிகள் ஆதியிலிருந்து சம 
தூரத்தில் இருக்கின்றன . எனவே ஆதியின் வழியாகச் செல்லும் 
எந்த நாணையும் ஆதி இரு சமதுண்டுகளாக பிரிக்கிறது . எனவே 
ஆதியை இந்த சமன்பாடுகள் குறிக்கும் மேற்பரப்பின் மையப் 
புள்ளி என்கிறோம் . 


( ii ) ( x , y, z) என்ற அச்சுதூரங்கள் உள்ள புள்ளிமேற் 
பரப்பில்மேல் அமைந்தால் , ( +x/ + y, -2) என்ற புள்ளியும் 
அமையும் . ஆனால், {x , y, z) ; ( x , y , - 7 ) என்ற புள்ளிகளைச் 
சேர்க்கும் நேர்கோட்டை XOY என்ற சமதளம் செங்குத்தாகவும். 
இரு சமதுண்டுகளாகவும் வெட்டுகிறது , எனவே , ΧΟΥ 
சமதளத்திற்கு செங்குத்தாகவுள்ள எந்த நாணையும் ΧΟΥ 
சமதளம் இருசம துண்டுகளாக வெட்டுகிறது . எனவே மேற் 
பரப்புகள் XOY சமதளத்திற்கு சமச்சீராக அமைகின்றன . அதே 
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போல் மேற்பரப்புகள் YOZ . ZOX என்ற சமதளங்களுக்கும் சமச் 
சாாக அமைகின்றது . 

இந்த மூன்று சமதளங்களை தலையாய சமதளங்கள் என்றும் 
இந்த சம தளங்கள் சந்திக்கும் நேர்கோடுகளை தலையாய அச்சுகள் 
என்றும் கூறலாம் . 


a2 


+ 

ba + 


( iii ) (a) 

= 1 என்ற மேற்பரப்பை எடுத்துக் 
கொண்டால் , [ x ] > | a | - [ n | > | a | என்றால் y அல்லது z 
குறையாக இருக்கவேண்டும் . அதேபோல் | y | > ( b ) , | z | > 
- { c ) எனவே , இந்த மேற்பரப்பு x = a; x = -a; y = b , y = -b; 
z = -c 

என்ற சமதளங்களுக்கிடையே தான் அமைய 
வேண்டும் . ஆகையால் இதை மூடின மேற்பரப்பு என்கிறோம் . 


இதுவே நீள்வளைய கோளமாகும் [ Ellipsoid ] 

23 
(iii ) ( b ) al + 

+ 

= 1 என்ற மேற்பரப்பை எடுத்துக் 

be 
கொண்டால் , X-நிலை அச்சு இந்த மேற்பரப்பை ( a, 0 , 0 ) ( - a , 0 , 0) 


படம் -15 


என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. அதுபோல் Y- நிலை அச்சு 
(0, b , 0 ) 0 , - b, 0) என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது . ஆனால் , 
Z- நிலை அச்சு மேற்பரப்பை மெய்யான புள்ளிகளில் வெட்டுவ 
தில்லை . 


XOY சமதளத்திற்கு இணையாகவுள்ள z = k என்றசமதளம் 

** 
மேற்பரப்பை 

y 

k 
+ 

= 1 + 
b2 
a 

; z = k என்ற வளை கோட் 
டில் வெட்டுகிறது . k என்ற எண்ணிற்கு வரம்பு இல்லை . 

k2 
ஆதலால், + = 1+ ; z = k என்ற வளைகோடு 
வடிவொத்த நீள் வளையங்களைக் குறிக்கின்றன . 


q2 
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மைய இருபடி மேற்பரப்புகள் 


: k, y 


= k என்ற சமதளங்கள் மேற்பரப்பை, 


ஆனால் , x = 

22 
52 


. 
at| 


g 


x = k 


. 


படம் .16 


என்ற அதிபர வளையங்களில் வெட்டுகின்றன . இந்த மேற் 
பரப்பை ஒரு தகடு கன அதிபர வளைவுரு எனலாம் ( Hyberbroid 
of one sheet) . 
( iii) { c ) 

- 2 = 1 
என்ற மேற்பரப்பை எடுத்துக்கொண்டால் , y = k, zak என்ற சம 
தளங்கள் , 


- 


a 


k 
= 1 + 

32 


. 


a ? 


c 


* 


= 1 +2 


53 


என்ற அதிபர வளைவுகளில் வெட்டுகின்றன . 

ஆனால் , x = k என்ற சமதளம் 


+ 


z 
c2 


1 , x = k 


52 


a 


என்ற நீள் வளையத்தில் வெட்டும் . 


ka > a2 என்று இருக்க வேண்டும் . - a < k < a என்று 
இருந்தால், நீள் வளையம் மெய்யிலா மையாக இருக்கும் . எனவே , 
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x = - 4, * = a என்ற சமதளங்களுக்கிடையே மேற்பரப்பு 
இருக்காது . 

இதை இரு தகடு கன அதிபரவளைவுரு என்கிறோம் ( Hyberbroid 
of two sheet ) . 

). 


Z 


படம் .17 
71. நாம் விவாதித்த மூன்று சமன்பாடுகளும் , 

ax : + by + cz = 1 
என்ற சமன்பாட்டில் அமைகிறது. 


a. b , c என்ற மூன்று எண்களும் மிகையாக இருந்தால் , மேற் 
பரப்பு நீள் வளைய கோளமாகும் . 


a , b , c, என்ற மூன்று எண்களில் ஏதாவது இரண்டு மிகை 
யாகவும் , மூன்றாவது குறையாகவும் அமைந்தால் , மேற்பரப்பு 
ஒரு தகடு கன அதிபர வளைவுரு ஆகும் . 


as b , c என்ற எண்களில் ஏதாவது ஒன்று மிகையாகவும் , 
மற்ற இரண்டு குறைவாகவும் அமைந்தால் இரு தகடு கன அதி 
பரவளைவுரு ஆகும் . 


எனவே , ax + by : + cz ? = 1 என்ற சமன்பாடு மைய இரு 
படி மேற்பரப்பை குறிக்குமெனலாம் . இவைகளுக்கு , ( 0 , 0, 0 ) 
மையப்புள்ளியாகவும் , நிலை சமதளங்கள் தலையாய சமதளங்களா 
கவும் , நிலை அச்சுகள் தலையாய அச்சுகளாகவும் அமைகின்றன . 
7-2 . இருபடி மேற்பரப்பை நேர்கோடு சந்திக்கும் விதம் : 

ax + by : + cza = 1 
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என்ற இருபடி மேற்பரப்பை , 
x - d y - B 

2 - Y 


- 


. 


(2) 


m 


1 


என்ற நேர் கோடு சந்திக்கும் புள்ளிகளைக் கண்டுப்பிடிக்க . 


( 2 ) சமன்பாடு குறிக்கும் நேர்கோட்டின் மேலுள்ள புள்ளி 
யின் அச்சு தூரங்களை ( d + !r , B + mr , Y + nr ) என்று எடுத்துக் 
கொள்ளலாம் . இந்தப் புள்ளி ( i) மேற்பரப்பில் மேல் இருந்தால் , 

a ( a + !r ) 2 + b (B + mr ) + c (Y + nr ) = 1 
r2 ( al + bm + cn ) + 2r (aul + bgm + cYn ) 
+ ( ada + bB + cY 1 ) = 0 

( A ) 
இந்த சமன்பாட்டிற்கு Y1 , Yg என்று இரு மூலங்கள் உள்ளன . 

எனவே , நேர்க்கோடு இருபடி மேற்பரப்பை இரு புள்ளிகளில் 
வெட்டுகிறது . 


குறிப்பு 

சமதளத்தில் மேலுள்ள நேர்க்கோடுகள் மேற்பரப்பை இரு 
புள்ளிகளில் வெட்டுவதால் , இருபடி மேற்பரப்பின் சமதள வெட்டு 
முகம் ஒரு இருபடி வரையாகும் . 


பயிற்சி 50 


1. 7x2 


- 13y2 + 6z2 = 


8 என்ற மேற்பரப்பை , 


* 2 = + 2 = 2(x + 1 ) 


என்ற நேர்க்கோடு சந்திக்கும் புள்ளிகளைக் கண்டுபிடி . 


2 , இருபடி மேற்பரப்பின் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக 
மூன்று அரை விட்டங்களின் வர்க்கங்களின் தலைகீழான எண் 
களின் கூட்டுத்தொகை ஒரு மாறிலி என்று காண்பி . 


73. தொடுதளம் , தொடுகோடுகள் : 

ax : + by : + cz = 1 என்ற மேற்பரப்பின் மேலுள்ள 
{ d , B , Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர்க்கோட்டின் 
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m 


சமன்பாடு 
x - 

B 
역 

என்க . 

( 1 ) 
(d . B , Y ) என்ற புள்ளி மேற்பரப்பின் மேல் இருப்பதால் , 

ad + bB + cY2 = 1 
எனவே , 


r (ale + bm + cm ) + 2r (adl + bam + cyn ) 

+ ( ad ? + bB * + cY2 - 1 ) = 0 
என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு மூலம் பூச்சியமாகிறது நேர்க்கோடு 
மேற்பரப்பை தொடவேண்டுமானால் , இன்னொரு மூலமும் பூச்சிய 
மாக வேண்டும் . 
எனவே , 
adl + bBm + cYn 

( 2 ) 
( 1), (2 ) சமன்பாடுகளிலிருந்து 1, • m , n என்ற உறுப்புகளை 
நீக்கினால் , 

ad ( x - d ) + 13 (y - B ) + cY ( z - Y) = 0 
இது தொடுகோடுகளின் நியமப்பாதையாகும் . 
adx + bBy + cYz = ac * + bB * + cY 

( 3 ) 
ஒரு சமதளத்தைக் குறிக்கிறது . 
( 3 ) சமன்பாடு (d, s , Y) புள்ளியில் வரையப்படும் தொடு 
தளத்தைக் குறிக்கும் , 


1 


7.3 1. தொடு தன்மைக்கான நிபந்தனை 

Ix + my + nz = p என்ற சமதளம் ax + by + cz = 1 
என்ற மேற்பரப்பை தொட்டால் , அதற்கான நிபந்தனையைக் 
கண்டுபிடிக்க . 


இந்த சமதளம் மேற்பரப்பை (d, s , Y) என்ற புள்ளியில் 
தொட்டால் , அந்தப் புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுதளத்தின் 
சமன்பாடு , 
adx + bBy + cYz = 1 

(2) 
( 1 ) , ( 2) சமன்பாடுகள் ஒரே சமதளத்தைக் குறிக்கிறது . 
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எனவே, 

CY 
bB 
약 


= 


1 
P 


m 


7 


1 


. 


cp 


1 

B 
ap 

bp 
எனவே , சமதளத்தின் தொடுபுள்ளி 


m 


( 


. 


bp 


* ) 


இந்தப் புள்ளி ax + by + cz = 1 என்ற மேற்பரப்பில் 
மேல் இருப்பதால் , 


b 


cc | 


a 19 
a p 


+ 


Pp 


m3 
+ 


4 


C 


ஆகவே , 


lx + my + nz = = 


VI 


m9 
+ b 

+ 


C 


என்ற சமதளம் , இருபடி மேற்பரப்பைத் தொடுகிறது . 


7 •311. குத்துத் தொடுதள கோளம் 

ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக மூன்று தொடுதளங்கள் 
சந்திக்கும் புள்ளிகளின் நியமப்பாதையைக் கண்டுபிடிக்க , 


ax ? + by ? + cz ? = 1 என்ற மேற்பரப்பின் மூன்று தொடு : 
தளங்களின் சமன்பாடுகளை , 


11x + miy + nz = 


m1 
b 


11 
+ 

C 


( 1 ) 


m 


lex + mgy + ngz = 


V : + " 

V 
V ? + 


... 


- + 


+ 


( 2) 


a 


C 


1.x + my + ngz = 


ns 


+ 


C 


இவைகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக அமைந்தால் , 
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14m1 + lg mg + ls mig 
man + m , n , + many = 0 
nil1 + nles + 7g 13 0 


1l, m, n என்ற உறுப்புகள் திசை கொசைன்களைக் குறிப்பதால், 
அதுபோல் , 
11 + my + n = 1 11 " + 1, + 1 * 

1 m + m , + mg = 1 
! + mgr + ng = 1 n 2 + n 3 + #s = 1 


1 , 2, 3 , சமன்பாடுகளை வர்க்கப்படுத்திக் கூட்டினால் , 
x ? (I12 + 1,2 +1,2 ) + y " ( m ] * + m ,: + mg ) 
+ z? { n } + ny + ng ) + 2yz (mquy + mgn + mgns ) 
+ 2 2x (nil + n l? + 7gls ) + 2xy ( lymy + lem ? + Igms ) 
1 

1 
(11 " + 1, + 13 ) + ( ma " + mg " + mg ) 


+ , 


( ny 2 + n , + ng ? ) 


ஆகையால் , 


1 


x2 + y + z = 


* 


1 1 

+ 
b C 


a 


இது ஒரு கோளத்தைக் குறிக்கிறது . இந்தக் கோளத்தைக் 
குத்துத் தொடு தள கோளம் என்கிறோம் . 


பயிற்சி 51 


1. 2x * – 3y + 4z = 5 என்ற இருபடி மேற்பரப்பிற்கு , 
5x - 6y +7 = 0 , z = 0 என்ற நேர்க் கோட்டிற்கு இணையாக 
வரையப்படும் தொடு தளங்களின் சமன்பாடுகளைக் கண்டுபிடி . 

2. 3x + 12y - 6z - 17 = 0 என்ற சம தளம் 3x 6y + 
=9z + 17 = 0 என்ற இருபடி மேற்பரட்பைத் தொடுகிறதென்று 
--நிரூபி . 


125 


மைய இருபடி மேற்பரப்புகள் 


+ 


x 
3 , 

+ 

+ 

91 
- 3y + 22 
காண்பி . 


* 2 * 

1 என்ற நீள் வளைய சோணத்தை 
16 
209 என்ற 

சமதளம் தொடுகிறதென்று 


- 


7-4 . செங்குத்துக்கோடு 

இருபடி மேற்பரப்பிற்கு அதன் மேலுள்ள புள்ளியில் வரை 
யப்படும் செங்குத்துக்கோடு அந்தப் புள்ளியில் வரையப்படும் 
தொடுதளத்திற்குச் செங்குத்தாக இருக்கவேண்டும் 

- ax + by + cz = 1 என்ற மேற்பரப்பிற்கு ( d , s , Y) 
என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் தொடு தளத்தின் சமன்பாடு, 

adx + bBy + cYz 1 


= 


எனவே, (d , B. Y) என்ற புள்ளியில் வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் சமன்பாடு , 


y B 
bB 


CS 


. 


ad 


cY 


7-41 . 


ஒரு புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் செங்குத்துக்கோடுகளின் 
எண்ணிககை 


(d , s , Y ) என்ற புள்ளியில் ax " + by + cz = 1 என்ற 
இருபடி , மேற்பரப்புக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடு 
( x , y , z ] ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் சென்றால் , 
d_y1 B 

Y 

= X ( என்க ) 
ad bß 


21 - 


- 


. 


1+ an 


y1 
B 1+ b 

1+ cA 
( c , B , Y ) மேற்பரப்பின் மேல் இருப்பதால் , 
x1 | 

+ c ) 
( 1 + Aa) ( 1 + bA ) * 
இது - ல் ஆறாவதுபடி சமன்பாடாகும் . 


+ 


இதன் மூலங்கள் 21 A2 , 18. X As X , என்பவை 
ஆறு மூலங்களுள் ஒவ்வொன்றனுக்கும் தக்கவாறு d , B , Y ; க்கு 
ஆறு மதிப்புகள் கிடைக்கும் . 


126 

முப்பரிமாணப் பகுமுறை வடிவ கணிதம் 
எனவே , கொடுக்கப்பட்ட புள்ளியின் வழியாக ஒரு இருபடி 
மேற்பரப்புக்கு ஆறு செங்குத்துக்கோடுகள் வரையலாம் . 


7.411. செங்குத்துக் கோடுகளின் அடிகளின் வழியாகச் செல்லும் 

வளை கோடு 
செங்குத்துக் கோடுகளின் அடிகள் வழியாகச் செல்லும் 
வளைகோட்டின் சாராமாறி சமன்பாடு 


X = 


1 y = 


Iz = 


X1 

y | 
1 + al 1+ bA 1 +cA 

• ( A ) 
இந்த வளைகோடு 1x + my + nz = p என்ற சமதளத்தை வெட்டும் 
புள்ளிகள் 
Ixy mys, 

nz1 
1 + ax + 

+ 
1 + A 


1 + ch = P 


என்ற சமன்பாட்டால் கிடைக்கும் . 
இங்கு - க்கு மூன்றுபதிப்புகள் தான் கிடைக்கும் . 

ஆகையால் ( A ) என்ற வளைகோடு எந்த சம தளத்தையும் 
மூன்று புள்ளிகளில் சந்திக்கிறது . எனவே வளைகோட்டை 
முப்படி வளைகோடு என்கிறோம் : 


"7.4 III. ஒரு புள்ளி வழி செங்குத்துக்கோடுகளின் வழியே வரையப் 

படும் இருப்பு கூம்பு 
( x , y1 , z] ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் ஏதாவ 
தொரு நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 


x - x1 


y - y1 


Z - Z1 


- ( 1 ) 


1 


இந்த நேர்கோடு , ஒரு புள்ளி ( x , y , z1 ) வழி செங்குத்துக் 
கோடுகளின் 

வழியாகச் செல்லும் மூன்றாம்படி 
வளைகோட்டை , 


அடிகளின் 


[* - * y - 1 + x< == 1+ ) 


சந்தித்தால் 


1 + aa 


1 + bx 


21 
1 + ck 


-21 


m 
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1 + cX 


ax / 

by : / m czy / n 

1 + aA 1 + bA 
இதிலிருந்து A- ஐ நீக்கினால் , 

byi 
* ( b - c ) + ( c - a ) + = ( a - b } = 0 


C21 
n 


( 2) 


n என்ற உறுப்புகளை 


( 1 ), (2) சமன்பாடுகளிலிருந்து 1 , m , 
நீக்கினால் நமக்கு கிடைப்பது 


= 0 ( A ) 


n - 71 


.y = 


Z = 


ax (b - c ) by1 (c_a ) 

cz | {a - b ) 
+ 

+ 
y - y1 

z- 21 
இது ஒரு இருபடி கூம்பை குறிக்கும் . { x , y , z1 ) என்ற 
புள்ளியின் வழியாக வரையப்படும் நேர்கோடு 

hi y 

21 
1 + aa 

1 + c | 
என்ற மூன்றாம் படி வளைகோட்டை சந்தித்தால் அந்த நேர்கோடு 
மேற்கண்ட கூம்பின் பிறப்பாக் கியாகும் . அப்படி வரையப்படும் 
நேர்கோடுகளில் , ஒரு புள்ளி வழி செங்குத்துக் கோடுகளும் 
சேரும் . எனவே , ஒரு புள்ளி வழி செங்குத்துக்கோடுகள் ஆறும் 
4A ) சமன்பாடு குறிக்கும் கூம்பின் பிறப்பாக் கிகளாகும் . 


1 + b ) 


பயிற்சி 52 


z* 


+ 


= 1 


4 


62 


c * 


என்ற நீள்வளைய கோளத்திற்கு வரையப்படும் இரு செங்குத்துக் 
கோடுகள் px + gy + vz = 0 என்ற சமதளத்தின்மேல் இருக்குமென 
காண்பி . அந்தக் கோடுகளின் அடிகளை கண்டுபிடி , 


2. ( d , s , Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் சென்று , 


as + 


* x + ; x + * 


z2| 
c A 


என்ற இருபடி மேற்பரப்புக்கு செங்குத்து கோடுகளாக உள்ளவை 
z=0 என்ற சமதளத்தை வெட்டும் புள்ளிகள், 

( b - c ) Bx + { c - a )dy + ( a - b2 ) xy = 0_z = 0 
என்ற இருபடி வளைவரையின்மேல் அமையுமென்று நிரூபி . 
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2 


37 + 

( 2 


என்ற நீள்வளைய கோளத்திற்கு (dy , B., Y1 ) (dy , s ,, Y , ) 
என்ற இரு புள்ளிகளில் வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகள் 
சந்திக்க வேண்டுமானால் , 

(b - c ) /} _ [c -a ) , _ (a - b )Y , 
di - ds 

BI - P . Y1 - Y2 
என்று நிரூபி . 

4 . ஒரு மைய இருபடி மேற்பரப்புக்கு வரையப்படும் 
புள்ளி வழி செங்குத்துக் கோடுகள் தலையாய சமதளம் ஏதாவ " 
தொன்றை ஆறு புள்ளிகள் சந்திக்கிறதென்றும் அந்த புள்ளிகள் 
ஒரு செவ்வக அதிபர வளைவின்மேன் அமையுமென்றும் நிரூபி . 


7-5 . ஒரு புள்ளியின் இசைத்தளம் 

A என்ற புள்ளியின் வழியாக இருபடி மேற்பரப்புக்கு 
வரையப்படும் ஏதாவதொரு நாண் மேற்பரப்பை P , Q என்ற 
புள்ளிகளில் வெட்டினால் , 


( AR , PQ ) = -1 என்ற விகிதத்திலுள்ள புள்ளி R- ன் நியமப் 
பாதையே A ன் இசைதளமாகும் . 


( u BY ) என்பவை A-ன் அச்சு தூரங்களாகவும் ( x1 , y1 ; 
Zy ) என்பவை R- ன் அச்சு தூரங்களாகவும் கொள்க . AR என்ற 
விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் , 


( + ) , AB, A + Y ) 


A + 1 

1 + X 
என்றாகும் , 

இந்த புள்ளி ax : + by + cz2 = 1 என்ற மேற்பரப்பின்மேல் 
இருந்தால் , 


a ( * ) +5 (X + Y) +c( + ) -1 


என்றாகும் . 


அதாவது 


A ( ax1 * + by + cz -1) + 2A ( adx + bBy : + cYz1-1 ) 

+ ( ad " + bB + cY - 1) = 0 / 
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இதன் இரண்டு மூலங்களான 1. A2 P , Q என்ற புள்ளிகளை 
குறிக்கும் . ( AR , PQ ) = - 1 என்றால் 11 - A , = 0 

ஈனவே , adx + bBy : + cYzx = 1 ஆகையால் ( 11 , y , z1 ) 
என்ற புள்ளியின் நியமப்பாதை 

adx + bBy + cYz = 1 
இதை ( d , s , Y) என்ற புள்ளியின் இசைத்தளமென்கிறோம் . 


7.51. இசைப்புள்ளி 
ax ? + by + cz = 1 

என்ற மேற்பரப்பை பொருத்து , 
lx + my + nz = p என்ற சமதளத்தின் இசைப் புள்ளியை கண்டு 
பிடிக்க . 

இசைப் புஎளியின் அச்சு தூரங்கள் (d , B , Y ) எனக்கொள்க , 
அப்படியாயின் (d, p . Y ) - ன் இசைத்தளத்தின் சமன்பாடு 

adx + bBy + cYz = 1 
எனவே , 

ad by cY 1 
m 

p 


11 


ப 


10 


- 


. 


3 


ஆகையால் , 

m 
B 

Y = 
ap p 

cp 
1 m 

ap bp cp 
என்ற அச்சு தூரங்கள் Ix + my + nz = p என்ற சமதளத்தின் 
இசைப்புள்ளியாகும் . 


* 


7 , 52. இணையியப் புள்ளிகள் - இணையிய தளங்கள் 

மைய இருபடி மேற்பரப்பைப் பொருத்தவரை , P என்ற புள்ளி 
யின் இசைத்தளம் Q என்ற புள்ளியின் வழியாகச் சென்றால் , P- ன் 
இசைத்தளம் P- ன் வழியாகச் செல்லும் . 


P- ன் அச்சு தூரங்கள் ( di, Bi , Y ; ) என்று கொள்க . அதன் 
இசைத்தளம் , 


adi x + bp1y + cY ; z = 1 இது Q ( dg , Bg, Y , ) என்ற புள்ளி 
யின் வழியாகச் சென்றால் : 

9 
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( 


M1 , 


bp | 


" ) 


1 


19 


+ Mg bp1 


+ na 


adı ds + b BiBa +cY , Y₂ = 1 
என்ற நிபந்தனைக்கு கட்டுபட வேண்டும் . இந்த நிபந்தனை 
• di , d , என்ற உறுப்புகளில் சமச்சீராக அமைவதால் , Q- ன் 
இசைத்தளம் P- ன் வழியாகச் செல்லும் . இப்படிப்பட்ட இரு புள்ளி 
களை இணையியப் புள்ளிகள் என்கிறோம் . 

Li = l1x + my+ niz - P1 = 0 என்ற தளத்தின் இசைப்புள்ளி 
1. = lqx + mgy + ngz -- pg = 0 என்ற தளத்தின்மேல் அமைந்தால் , 
.11 - ன் இசைப்புள்ளி 

11 
ap 

cpi . 
ஆகும் . இந்த புள்ளி , -ன் மேல் இருந்தால் , 

11 

= pa 
ap1 

cp1 
அதாவது , 

my me ni 19 
b 

=P1 P2 

C 
இது 11 , 1, என்ற உறுப்புகளில் சமச்சீராக உள்ள தால் 1, -ன் 
இசைப்புள்ளி 11 -ன் மேல் இருக்கும் . 

இப்படிபட்ட இரு தளங்களை இணையிய தளங்கள் என்கிறோம் . 
7.53 . இசைக்கோடுகள் . 

ax + by + cz = 1 என்ற இருபடி மேற்பரப்பைப் பொருத்த 
வரை , 1 , நேர்கோட்டின் மேலுள்ள புள்ளிகளின் இசைத்தளங்கள் 
1 , என்ற நேர் கோட்டின் வழியாகச் செல்லும் . 

1 , 1, என்ற நேர்கோடுகளை சைக்கோடுகள் என்கிறோம் , 
11 - ன் சமன்பாடு 

x - d 


4 


y - B 


y - Y 


in 


n 


எனக் கொள்க . அதன் மேலுள்ள புள்ளியின் அச்சு தூரங்கள் 
( d + Ir , B + mr , Y- nr) என எடுத்துக் கொள்ளலாம் . ax + by : + 
-cz = 1 ஐப் பொருத்து (d + r, B + mr, YXnr ) - ன் இசைத்தளத் 
தின் சமன்பாடு ax d + lr ) + by [ B + mr ) + cz ( Y + nr ) = 1 
அதாவது , 

[adx + bBy + cY2 - 1 ] 
+ r [ alx + bmy + chz] = 0 
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இங்கு ‘ Y மாறும் . எப்படியாயினும் இந்த சமதளம் 

adx + bxy + cYz - 1 = 0 

alx + bmy + cnz = 0 
என்ற நிலையான சமதளங்கள் சந்திக்கும் நேர்கோட்டின் மூலமாக 
செல்லும் . இந்த நேர்கோட்டை 11 எனலாம். 


1. 54. இணையியக் கோடுகள் 

1 , m என்று இருகோடுகளை எடுத்துக் கொள்க , I , m என் 
பவை இவைகளின் இசைக்கோடுகளாகக் கொள்க . 


= 


z- Y , 


- 


m என்ற நேர்கோடு 1 என்ற நேர் கோட்டை சந்தித்தால் , 
! என்ற நேர்கோடு m என்ற நேர்கோட்டை சந்திக்கும் . 
1 , m என்ற நோகோடுகளின் சமன்பாடுகளை 
x- di y -B z - Y1 | 
mi 

n1 
x - da 

ソー B 
1922 

11 ) 
என்க. 
டன் சமன்பாடு 

adi x + bBl y + cYz - 1 = 0 

all x + bm1 y + cniz = 0 
m என்ற சமன்பாடு 

ad , x + bs , y + cy , z - 1 = 0 

alyx + bmzy + cngz = 0 
m என்ற நேர்கோடு 1 என்ற நேர்கோட்டை சந்திப்பதற்கான 
நிபந்தனையைக் கண்டுபிடிக்க . 


1 என்ற நேர்கோட்டின் மேல் ஏதாவதொரு புள்ளியின் அச்சு 
தூரங்களை ( di +1 ] ry , ss + mru, Yu - nry ) என்று 

கொள்ள 
லாம் , இந்த புள்ளி m என்ற நேர்கோட்டின்மேல் இருந்தால் , 
ad , ( U + 171) + dB2{ B1 + mqr ) + cY , {Y1 + 7/1-1-0 = 0 
al , ( di +11/ 1 ) +bm , { B1 +mr1 ) + cn , ( Y1 + n ) = 0 

... (2 ) 
( 1) சமன்பாட்டை சுருக்கினால் 
[ all dr + bs ] Br + cY1 Y , -1 ] +71 [ alid , 

+ bmil , + cn ] Y ,] = 0 
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_ [ acid2 + bb B2 + cY1Y , -1 } 
fr = 

[ alida + bmp , + cn ] Y , ] 


( 2 ) சமன்பாட்டை சுருக்கினால் , 

[ al , cl + bm 31 + cngY1] + r1[ al11, + 
+ bmams - cning ] = ) 

- [ al , dl + bmzpr + cnY1 ] 

( all , + bmjma + cning ] 
எனவே , 
(adid , +bs / { , -cYY , -1 ) (al11, + bmamp + cnn. ) 

= (alyd2 + bm , B , + cnYz ) . ( al , d1 + bm , B1 + cn , Y1 ) 
இது dy , dr ... ; 1 , 1 , - என்பவைகளில் சமச்சீராக இருப்ப 
தால் , இதே நிபந்தனை 1 என்ற நேர்கோடு n என்ற நேர்கோட்டை 
சந்திப்பதற்கானது , 

1m என்ற போர்கோடுகளை இணையியக் கோடுகள் என லாம் . 


பயிற்சி 53 


ayx + by + cz = 1 என்ற மேற்பரப்பை பொருத்து , 
azx * + bay* + cgz = 1 என்ற மேற்பரப்பின் தொடுதளங்களின் 
இசைப்புள்ளிகளின் நியமப்பாதையைக் கண்டுபிடி . 


*2 

72 
+ 

+ 
a2 + AT 

52 + A c + X 
என்ற மேற்பரப்பின் தொகுதியைப் பொருத்தவரை 1x + my + 

p என்ற சமதளத்தின் இசைப் புள்ளியின் நியமப்பாதை , 
ஒரு நேர்கோடென நிரூபி . 


nz - 


3. x 
வரை , 


2y3 + 3z + 4 = 0 என்ற மேற்பரப்பைப் பொருத்த 


y - 2 


Z 


1 


2 


3 


என்ற நேர்கோட்டின் இசைக்கோட்டைக் கண் டுபிடி. 


4. ( d , s , Y ) என்ற நிலை பான புள்ளியின் வழியாகச் செல 
லும் நேர்கோடுகளின் இசைக் கோடுகள் , 

ayx + by + crz = ; azx2 + bxy + cgz = 1 
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மைய இருபடி மேற்பரப்புகள் 


என்ற இரு மேற்பரப்புகளைப் பொருத்தவரை , ஒரே சமதளத்தின் 
மேல் அமையுமென நிரூபி . 


ma 


5. ax + by , + cz ? = 1 என்ற மேற்பரப்பைப் பொருத்த 
வரை , 
x - di 

1 - B z - Y , 
1 11 

h1 | 
x x - d . 

- B , z - Y , 
1 . 
என்ற நேர்கோடுகள் இசைக்கோடுகளாக இருக்கவேண்டுமானால் , 
அதற்கான நிபந்தனையைக் கண்டுபிடி . 
6. அணைத்துக்கொள்ளும் கூம்பு - 

ஒரு மேற்பரப்புக்கு , ஒரு புள்ளியின் வழியாக வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் நியமப்பாதை கூம்பாகும் . 
மேற்பரப்பின் சமன்பாடு ay + by " + cz 

1 என்றும் 
புள்ளி பின் அச்சு தூரங்கள் (d : B , Y ) என்றும் எடுத்துக்கொள்க . 

அந்தப் புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் ஏதாவதொரு நேர் 
கோட்டின் சமன்பாட்டை , 
x -- A 

B 

Y 
무 
எனலாம் . 

இந்த 

நேர்கோடு மேற்பரப்பைப் பொருத்தும் 
( Coincident ) புள்ளிகளில் சந்தித்தால், 

( aul + bgm + cYn) " = (al + bm + cn ) 
{ ad * + bB + cY ? ~ 1 ) 

( 2 ) 


. 


m 


7 


1 , 2 , சமன்பாடுகளிலிருந்து 1 , m , n என்ற உறுப்புகளை 
நீக்கினால் , 


.00 


( A ) 


[ ad ( x - d ) + bg ( y - B ) + cY (z - Y ) ) " 
[ = a ( x - d ) + b (y- B) * + c ( z - Y] 
[ ad + by * + cY " - 1 ] 
S = ax : + by + cz ? -1 
S. ad + bB2 + cY2 - 1 

T aux + bBy + cYz - 1 
எனவும் எடுத்துக்கொண்டால் , 


= 
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( A ) சமன்பாடு 
( T- Sy ) 2 = ( S + S1 -- 2T ) S1 
T2 | SS , 
இதுவே, அனைத்துக்கொள்ளும் கூம் பின் சமன்பாடாகும் . 


-- 
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1. P- ஐ உச்சியாகக்கொண்ட நீள் வளையக் கோளத்தை , 


x * 


2 


= 1 


] 


c " 


அணைத்துக்கொள்ளும் கூம்பை z = 0 என்ற சமதளம் வெட்டு 
முகம் ஒரு செவ்வக அதிபர வளைவு என்று காண்பி . 


2. ax2 + by : + cz = 1 என்ற மைய இருபடி மேற்பரப் 
புக்கு , ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று தொடுகோடுகள் 
ஒரு புள்ளியின் வழியாகச் சென்றால் , அந்தப் புள்ளியின் நியமப் 
பாதை என்ன ? 


3 . 


P என்ற புள்ளியை உச்சியாகக கொண்டு , 


x2 
a2 

+ 


13 


z ? 


+ 


= 1 


Z - 


என்ற நீள் வளையக் கோளத்தை அணைத்துக்கொள்ளும் கூம்பு 

10 என்ற சமதளத்தால் , ஒரு வட்டத்தில் வெட்டப்படுகிறது . 
அப்படியானால் , P- ன் நியமப்பாதை என்ன ? 


77. அணைத்துக்கொள்ளும் உருளை : 

இருபடி மேற்பரப்புக்கு , கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோட்டிற்கு 
ணையாகவுள்ள தொடு கோடுகளின் நியமப்பாதையே மேற் 
பரப்பை அணைத்துக்கொள்ளும் உருளையாகும் . 


ax + by + cz = 1 என்ற மேற்பரப்புக்கு , 


z 


m 


1 


என்ற 


நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள பிறப்பாக்கிகளைக் 
கொண்ட அணைத்துக்கொள்ளும் உருளையைக் கண்டுபிடி . 
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அணைத்துக்கொள்ளும் உருளையின் மேல் ( L B , Y ) என்ற 
புள்ளியை எடுத்துக்கொள்க . அதன் வழியே செல்லும் பிறப்பாக்கி 
யின் சமன்பாடு , 

y - B 


n 


இந்த நேர்கோடு இருபடி மேற்பரப்பைத் தொட்டால் , 
( aul + bsm + cYn ) = ( ale + bm + cn } 

( ad + bB * + cY - 1 
எனவே , (d, B, Y ) என்ற புள்ளியின் நியமப்பாதை ; 
( alx + bmy + cnz) ( al + bm + cn ) 

( ax + by + cz ? - 1 
என்றாகும் . இதுவே, அணைத்துக்கொள்ளும் உருளையின் சமன் 
பாடாகும் . 
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+ 


a 


1. z- நிலை அச்சுக்கு இணையாக 

+ = 1 என்ற 

c 
நீள்வளையக் கோளத்தை அணைத்துக்கொள்ளும் உருளையின் 
சமன்பாடென்ன ? 


X 


2 


2 . 


0 


C 


+ var -be 


என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள பிறப்பாக்கிகளையுடைய , , 

y 


th 


+ 


என்ற நீள்வளையக் கோளத்தை அணைத்துக்கொள்ளும் கூம்பு 
2 = 0 என்ற சமதளத்தை வட்டங்களில் சந்திக்கிறதென்பது 
நிரூபி . 

3. ஒரு மைய இருபடி மேற்பரப்பை பொருத்து , A என்ற 
புள்ளியை உச்சியாகவுடைய அணைத்துக்கொள்ளும் கூம்பின் 
தொடுதளங்களும் , AB என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள 
பிறப்பாக்கிகளையுடைய அணைத்துக்கொள்ளும் உருளையின் 
தொடுதளங்களும் சந்திக்கும் 

நேர்கோடே AB- ன் சைக் 
கோடென்று நிரூபி . 
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1.8 . கொடுக்கப்பட்ட புள்ளியை மையமாகவுடைய வெட்டு முகம் : 


x - d 

1 


y - B 


z - Y 


m 


1 


என்ற நாணின் மையப்புள்ளி (d , B , Y ) என்றால் , r " (ale + bm + 
cn ) + 2r ( adl + bsm + cYn ) + (ad + by + cY - 1 ) = 0 என்ற 
சமன்பாடு = k " என்ற விதத்தில் இருக்கவேண்டும் . ஆதலால் , 
adl + bam + cYn = 0 எனவே , ( d , s . Y ) என்ற புள்ளியை மைய 
மாகவுள்ள நாண்கள் ad { a - d ) - bB { y- B ) + cY ( z - Y ) = 0 என்ற 
சமதளத்தின்மேல் அமையும் . இந்தச் சமதள மேற்பரப்பை , 
இருபடி வளைவரைவெட்டும் . அந்த வளை வரைக்கு ( d B , Y } 
மையப்புள்ளியாகிறது . 
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1. x + 4y - 5z = 1 என்ற மேற்பரப்பை (2, 3 , 4 ) என்ற 
புள்ளியை மையமாகவுள்ள இருபடி வளைவரையில் வெட்டும் 
சமதளத்தின் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடி . 


2 . ஒரு இரு படி மேற்பரப்பின் , இணையான சமதள வெட்டு 
முகங்களின் மையப் புள்ளிகள் , மேற்பரப்பின் விட்டத்தின் மேல் 
இருக்குமென்று காண்பி. 


மைய இருபடி மேற்பரப்பின் வெட்டுமுகங்கள் ஒரு நேர் 
கோட்டிற்கு இணையாக இருந்தால் , அந்த வெட்டுமுகங்களின் 
மையப்புள்ளிகள் ஒரு சமதளத்தின் மேல் இருக்குமென நிரூபி . 

4. ax + by + cz3 = 1 என்ற மேற்பரப்பின் வெட்டுமுகங்கள் 
dn + By : + Yz = 1 என்ற மேற்பரப்பைத் தொட்டால் , அதன் 
மையப் புள்ளிகளின் நியமப்பாதையை கண்டுபிடி . 


7.81 இணை நாண்களின் மையங்களின் நியமப்பாதை : 


z 


= 


y 
m 


11 


நாண்கள் 

என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாக 
இருக்கவேண்டுமானால் , அவைகளின் சமன்பாடுகளை 

y -- B 

2 - Y 


== 


- 


in 


எனக் கொள்ளலாம் . 

இவைகளின் மேலுள்ள எந்த புள்ளியும் ax + by + cz = 1 
என்ற மேற்பரப்பின் மேல் இருந்தால் , 
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மைய இருபடி மேற்பரப்புகள் 


r * ( al + bm + cn ) + 2r (adl + bsm 

+ cYn ) + ( ad + b3 + cY - 1) = 0 
( d , s , Y ) என்பதை நாண்களின் மையப்புள்ளியாகக் 
கொண்டால் adl + bgm + cYn = என்றாகும் . 

எனவே , ( d , s, Y ) என்ற புள்ளியின் நியமப்பாதை , 
adx + bBy + cYz = 0 என்ற சமதளத்தைக் குறிக்கும் . 
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1. ax + by + cz = 1 என்ற மேற்பரப்புக்கு ( d , B, Y ) 
என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நாண்களின் மையப் 
புள்ளிகளின் நியமப்பாதையைக் க 

கண்டுபிடி , 


2. ax + by + cz - 1 என்ற மேற்பரப்பின் நாண்கள் x = 0 
என்ற சமதளத்திற்கு இணையாகவும் , x + y + z = r என்ற மேற் 
பரப்பை தொட்டுக்கொண்டும் இருந்தால் , அவைகளின் மையப் 
புள்ளிகளின் நியமப்பாதையை கண்டுபிடி . 


C 


பின் குறிப்பு : மைய இருபடி மேற்பரப்பில் 

27 

22 
b , 

b2 
என்ற சமன்பாடுகள் குறிக்கும் மேற்பரப்புகளும் சேர்ந்தவை . 
இவைகளை முறையே நீள்வட்ட கனபரவளைவு ( Elliptic paraboloid ) 
என்றும் , அதிபரவளைவு கன பரவளைவு ( Hyberbrlic paraboloid ) 
என்றும் அழைக்கலாம் . இவைகளைப் ற்றி பிறகு விவாதிப் 
போம். 


பயிற்சி 58 


1. ax + by + cz = 1 என்ற இருபடி மேற்பரப்புக்கு 
u = lx + my + nz - p = 0 u = l x + m y + n z - p = 0 என்ற நேர் 
கோட்டின் வழியாகச் செல்லும் இரு தொடுதளங்களின் கூட்டுச் 
சமன்பாடு 


mm 


* + + -- ) - 2u ( + 
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nn 
+ 

c 
என்று நிரூபி . 


-- pp ) +4 (G 


m ? 
52 


+ 


2. 2x -6y3 + 3z : 5 என்ற மேற்பரப்புக்கு x + 9y - 3z - 0 
= 3x - 3y + 6z - 5 என்ற நேர்கோட்டின் வழியாகச் செல்லும் 
தொடு தளங்களின் சமன்பாடுகளை கண்டுபிடி. 


3 . + 

+ = 1 
aa be என்ற நீள்வளைய 

கோளத்திற்கு 
வரையப்படும் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான இரு தொடுதளங் 
களின் சந்திக்கும் நேர்கோடு ( 0 , 0, k) என்ற நிலையான புள்ளியின் 
வழியாகச் சென்றால் , அந்த நேர்சோடு x (b2 + c - ke ) +y 
( c3 + a - ka) + ( z - k ) *( as + b ? ) = 0 என்ற கூம்பின் பிறப்பாக்கி 
யாகுமெனக காண்பி . 


y ? 


a 


4. ax + by ? + cz = 1 என்ற இருபடி மேற்பரப்புக்கு வரை 
யப்படும் தொடுதளங்கள் ( d , B , Y ) என்ற புள்ளியின் வழி 
யாகச் செல்லுகின்றன . அவைகளுக்கு ஆதியிலிருந்து வரையப் 
படும் செங்குத்துக் கோடுகள் ( dx + By + Yzy2 = 

+ 

+ 
என்ற கூம்பைப் பிறப்பிசகுமென்று காண்பி . 

5. 2x2-25y3 + 2z2 = 1 என்ற மேற்பரப்பை பொருத்து . 
-2x = 25y - 1 = 2z 

என்ற நேர்கோட்டின் 

இசைக்கோட்டை 
கண்டுபிடி . 

6. ax + by : + cz ? = 1 என்ற மேற்பரப்பை பொருத்து , 
( d , s , Y ) என்ற நிலையான புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர் 
கோடுகள் அவைகளின் இசைக் கோடுகளுக்குச் செங்குத்தாக 
இருந்தால் , அந்த நேர்கோடுகளின் நியமப்பாதையைக் கண்டுபிடி 
7. ax : + by : + cz2 = 1 

இருபடி மேற்பரப்பை 
பொருத்தவரை , 

a - d y - B 

z - Y 


என்ற 


m 


12 


1 


a 1 - B 

Z - Y 

m 
என்ற 

நேக கோடுகள் ஒன்றுக்கொன்று இசைக்கோடுகளாக 
இருப்பதற்கான நிபந்தனையைக கண்டுபிடி . 


மைய இருபடி மேற்பரப்புகள் 
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8. மேற்கண்ட நேர்கோடுகள் இணையியக்கோடுகளாக 
அமைவதற்கான நிபந்தனையைக் கண்டுபிடி, 


9. (2 , 3 , 4 ) என்ற புள்ளியை மையமாகவுடை இருபடி வளை 
வரை , x + 4y : -5z = 1 என்ற மேற்பரப்பின் சமதள வெட்டு 
முகமானால் , அந்த சமதளத்தின் சமன்பாட்டை கண்டுபிடி . 

10. ஒரு நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள சமதளங்கள் மைய 
இருபடி மேற்பரப்பை வெட்டும் இருபடி வளைவரை களின் மையப் 
புள்ளிகள் ஒரு நிலையான சமதளததின் மேல் அமையுமென்று 
நிரூபி . 


11. ax + by + cz = 1 என்ற மேற் பரப்பின் சமதளங்கள் 
dx + By + Y2 - 1 என்ற மேற்பரப்பின்மேல் ஏற்படுத்தும் 
வெட்டு முகங்களின் மையப்புள்ளிகளின் 

நியமப் பாதையை 
கண்டுபிடி , 


+ 


4 


12. 

+ 
b 

= 1 என்ற நீள்வளையக் கோளத் 
திற்கு, ( d , s , Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நாண் 
களின் மையப் புள்ளிகளின் நியமப்பாதையை கண்டுபிடி . 


? 


13 . 

c2 

= 1 என்ற அதிபரவவளை மேற்பரப்புக்கு 
ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று 
தொடுகோடுகள் வரைய முடிந்தால் , அந்த புளளியின் நியமப் 
பாதை என்ன ? 


* 


+ 


+1 


b 

= 1 என்ற நீள் வட்ட கோளத்திற்கு , 
P என்ற புள்ளியை உச்சியாகக் கொண்டு வரையப்படும் அணைத் 
துக் கொள்ளும் கூம்பு , z= 0 என்ற சமதளத்தால் ஒரு பரவளை 
வில் வெட்டப்பட்டால் , P- ன் நியமப்பாதையை கண்டுபிடி . 
அதுவே ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவானால் P- ன் நியமப்பாதை 
யென்ன ? 


என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணை 


15 . 

#Va -- 
யாகவுள்ள நேர்கோடுகள் . 


0 


+ 


= 1 என்ற 
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நீள்வட்ட கோளத்திற்கு அணைத்துக் கொள்ளும் உருளைகளின் 
பிறப்பாக்கிகளானால் , அந்த உருளைகள் z = 0 என்ற சமதளத்தை 
வட்டங்களில் வெட்டுமென்று காண்பி . 


16. P என்ற புள்ளியிலிருந்து ஒரு நீள் வட்ட கோளத்திற்கு 
வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகள் தலையாய தளங்களை GI . 
G,, Ge என்ற புள்ளிகளில் வெட்டினால் PG| : PG ) : PGs = a ? : 
b : c ? என்று காண்பி . 


17. PG12 + PGg + PG , 2 = மாறிலி என்றால் P- ன் நியமப் 
பாதையைக் கண்டுபிடி. 


18. 

ஒரு நீள் வட்ட கோளத்தின்மேல் உள்ள இரு புள்ளிகள் 
P , Q- ல் வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகள் சந்தித்தால் , PQ . 
நீள் வட்ட கோளத்தை பொருத்து , அதன் இசைக்கோட்டிற்கு 
செங்குத்தாக அமையுமென்று காண்பி . 


19. / 


y2 


aa 

+ 


+ 


z72 
c2 


b2 


செங்குத்துக் கோட்டிற்கும் 
குறைந்த தூரத்தின் 
நிரூபி . 


1 என்ற நீள வட்ட கோளத்தின் 
x- நிலை அச்சுக்குமிடையேயுள்ள 
அதிகமான மதிப்பு b - c என்று 


மிக 


20. ஓர் இருபடி மேற்பரப்பின்மேல் , நிலையான தூரத்தி 
லுள்ள சமதளங்கள் ஏற்படுத்தும் வெட்டுமுகங்களின் மையப் 
புள்ளிகளின் நியமப்பாதையைக் கண்டுபிடி . 


12 


b2 ) 


x2 

72 
21 ; a2 

= 1 என்ற நீள் வட்ட கோளத்திற்கு 

c2 
ஒரு புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகளின் 
அடிகள் P , Q , R, P , Q , R என்பவை . PQR , P Q R என்ற 
இரு சமதளங்களின் இசைப்புள்ளிகள் . 


[ ** 


( 12 


a ) 


1 


beg3 + cy 

b3 - c2 
என்ற மேற்பரப்பின்மேல் அமையுமென்று காண்பி . 

22. Iyz + mzx + nxy = ) என்ற மேற்பரப்பு , 


+ 


= 1 


a2 


52 
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என்ற நீள் வட்ட கோளத்தை வெட்டும் புள்ளிகளில் , நீள் வட்ட 
கோளத்திற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகள் 


a ? x 


c2z 


bey 
1{ a ? -b3 ) (c a ) m {b ? - c ) ( a - 52) ntc ? -a )( b2 - c / 
என்ற நேர்கோட்டை சந்திச்கு மென்று நிரூபி . 


2 


+ 


a2 


C 


y 
23 . 

+ 

= 1 என்ற 

c2 
நீள் வட்ட கோளத்திற்கு , அது 

y 
+ + = 1 என்ற சமதளத்தை 

5 
வெட்டும் டள்ளிகளில் வரையப்படும் செங்குத்துக்கோடுகள் 

abxy + beyz + cazx 
Σ 

= 0 என்ற 
b ( a) - 
மேற்பரப்பின் மேல் அமையுமென்று காண்பி. 

24. ax + by + cz ! = 1 என்ற மேற்பரப்பின் செங்குத்துக் 
கோடுகள் இரண்டு 1x + my + nz = p என்ற சமதளத்தின்மேல் 
இருக்கு மென்று காண்பி . அந்த கோடுகள் ஒன்றுக்கொன்று : 
செங்குத்தாக அமைந்தால் , 
bcp s [ a[b + c) l ] = z [ a {b - chemem ? ] என்று நிரூபி . 


8. சமதள வெட்டுமுகங்களின் 

அச்சுகள் 


ஓர் இருபடி மேற்பரப்பின் சமதள வெட்டுமுகமெல்லாம் 
இருபடி வளைவரைகளே என்று நாம் அறிவோம் . அப்படிப்பட்ட 
வளைவரை களின் அச்சுகளின் அளவுகளையும் அவை களின் திசை 
களையும் கண்டுபிடிப்போம் . 


8. 1 . ஒரு மைய இருபடி மேற்பரப்புக்கு அதன் மையப் புள்ளியின் 

வழியாகச் செல்லும் சமதளம் உண்டாக்கும் வெட்டு முகத்தின் 

அச்சுகளை கண்டு பிடிக்க . 
மேற்பரப்பு , சம தளம் இவைகளின் சமன்பாடுகள் முறையே 

ax + by + cz = 1 
Ix + my + nz = 0 என்று கொள்க . 


மேற்பரப்பின் மையமும் , வெட்டுமுக வளைவரையின் மைய 
மும் ஒன்றே . 


ஏதாவதொரு விட்டத்தின் திசைகொசைன்கள் 1 , 4, Y 
என்றும் , அதன் நீளம் 21 என்றும் கொண்டால் , ( Ar, Pr , Yr ) 
என்ற புள்ளி மேற்பரப்பின் மேல் அமையும் . 


--எனவே , 


1 


ax + but + cY = 


- 


+ 4 + Y 


( 4- + ) x + ( b - + ) 40 + ( < - + )r = 0 


= 0 .... ( 1 ) 


ஆகையால் , Y அளவுள்ள அரைவிட்டம் 
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சமதள வெட்டுமுகங்களின் அச்சுகள் 


( -- 1 )** +(b - + ) / + ( c- + ) : 


z= = 0 ( 2 ) 
என்ற கூம்பின் பிறப்பாக்கியாகும் . சமதளம் , கூம்பை வெட்டும் 
நேர்கோடுகள் , இருபடி வளைவரையின் அரை விட்டங்களாகும் . 
இந்த அரை விட்டங்கள் , அரை அச்சுகளாக வேண்டுமானால், 
சமதளம் , கூம்பின் தொடு தளமாக அமைய வேண்டும் . 


அதற்கான நிபந்தனை, 


+ 


m2 
by -1 


+ 


n ? 
cY2 


= 0 
1 


( 3 ) 


ay2 - 1 


அதாவது , 


Y4 [ bel + eam ? + aln ] 

Y [ {b + c ) / 2 + [c + a ) m + (a + by n ] 
+ ( 1 * + m + n ) 0 


இந்த Y ல் உள்ள இருபடி சமன்பாட்டின் மூலங்கள் Y , Y , 
என்பவை வெட்டு முகத்தின் அரை அச்சுகளின் நீளங்களின் 
வர்க்கங்களாகும் . 


அச்சுகளின் திசை கொசைன்களை ( A , H, Y ) என்றால், சம 
தளம் கூம்பை , 


* = } = ; 


y 
A 
என்ற நேர்கோட்டில் தொடுகிறது . அதனால் , சமதளத்தின் சமன் 
பாடு , 


Ax ( -+++, 

j + 4) ( b - 1 ) + Y 2( - 1 ) - 


0 


என வே , 


X( +-+ ) *(* - * ) ( - + ) 


C 


இங்கு Y க்கு , 713 , 7,3 என்ற இரு மதிப்புகள் கொடுக்கும்போது , 
இரு அச்சுகளின் திசைகள் நமக்குக் கிடைக்கின்றன . 
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பயிற்சி 59 


1. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள இருபடி வளைவிரையின் அரை 
அச்சுகளின் நீளங்களைக் கண்டுபிடி. 


1. 3x2 + 2y3 + 6z = 1 


x + y + z 


= 0 


2 . 


2x2 + y 


- 


3x + 4y + 5z = 0 


x + y , z 


2 . 


+ 


1 


a2 


( 3 ) 


என்ற மேற்பரப்பை 1x + my + nz = 0 என்ற சமதளம் உண் 
டாக்கும் வெட்டுமுகத்தின் அரை அச்சுகளின் நீளங்கள், 


as ac { 13 + m + n ) } { a (19 + m ) + can } -1 , 
என்று நிரூபி. மேலும் , அச்சுகளின் சமன்பாடுகள் , 


x | 


Z 


X 


Z 


+ 2 - 


. 


y 
mn 


m 


nl 


- ( 12 + m ? ) 


என்றும் காண்பி . 


3. Ix + my + nz = 0 என்ற சமதளம் , 


* 


-2 
+ 

ca 


Q2 * 12 


39 


என் 


என்ற நீள் வட்டக்கோளத்தின்மேல் ஏற்படுத்தும் வெட்டு முகத். 

T abc 
தின் பரப்பு 

று நிரூபி . 

{ p என்பது ஆதியிலிருந்து : 
p 
நீள் வட்டக் கோளத்தின் கொடுக்கப்பட்ட சமதளத்திற்கு 
இணையாக உள்ள தொடுதளத்திற்கு வரைப்படும் செங்குத்துக 
கோட்டின் நீளம் . 


4 .. 


+ 


y 

+ 
c + a 

a + b 


b + c 


என்ற கூம்பின் தொடு தளம் , ax2 + by : + cza 

1 என்ற 
மேற்பரப்பின் மேல் உண்டாக்கும் வெட்டுமுகம் ஒரு செவ்வக 
அதிபரவளைவு என்று காண்பி . 
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வெட்டு 


5. ax ? + by + cz2 = 1 என்ற மேற்பரப்பின் 
முகங்களின் அச்சுகள் , 


X 


1 


y 
T T 

m 
என்ற நேர்கோட்டின் வழியாகச் சென்றால் , அந்த அச்சுகள் 
b - c C - a 

a - b 
( mz + my ) + ( nx - lz ) + ( ly - mx) 
y 

Z 
என்ற கூம்பின்மேல் அமையும் என்று நிரூபி . 


* 


8-2 . மைய இருபடி மேற்பரப்பின் வெட் முகத்தின் அச்சுகள் : 

மேற்பரப்பு , சமதளம் இவைகளின் சமன்பாடுகள் முறையே. 
ax + by + ce ? 1 , Ix + my + nz = p என்று கொள்க. 


வெட்டு முகத்தின் மையப்புள்ளியின் அச்சு -தூரங்கள் , 
( d , s , Y , ) என்றால் , வெட்டுமுக சமதளத்தின் சமன்பாடு ( x - d ) 
ad + ( y- B ) bs + ( c- Y ) cY = 0 


எனவே, 


... 


ad bB cY ad + bB + cY * 
m 11 

P 
acle + bg : + cY " = 

p 
12 m2 

+ 
a b 

C 


poo 


என்க . 


( d > B. Y ) என்ற புள்ளியின் வழியாக வரையப்படும் இணை அச்சு 
களைப் பொருத்து , மேற்பரப்பின் சமன்பாடு 

ax + by : + cz + 2 ( adx + bgy + cYz) + 
ad * + bB2 + cY ? - 1 = 0 அல்லது 
ax + by + cz + 2 ( aux + bBy + cYz ) - k " = 0 
இங்கு k = 1 

P 


Po? 


சமதளத்தின் சமன்பாடு Ix + my + nz = 0 என்றாகிறது . 
நீளமுள்ள கோட்டின் திசைக்கொசைன்கள் (AH , Y ) என்றால் , 
r (a + be + cY ) + 2r ( adA + bBH + cYY ) -k2 = 0 ... 2 ) 
நேர்கோடு சமதளத்தின் மேல் அமைந்தால் , 

IA + my + nY = 0 
10 
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( 1 ) ஐ உபயோகப்படுத்தி 

ad / + bBy + cYu = 0 என்றாகும் . 
எனவே , 


( 2) r " ( a / + by ? + cY ) - k : ( X2 + 4 + Y " ) = 0 
என்றாகிறது . 

A ( ar - k ) + 43 ( br - k ) 

+ Y ( cr " - k " ) = 0 
அதாவது , இந்த நேர்கோடுகள் 


n2 


Qr3 


x3 (ar -- k ) + y (br2 - k ) + z * {cr " - ka ) = 0 என்ற 
கூம்பின் மேல் அமையும் . ஆனால், 7 என்பது வெட்டு முகத் 
தின் அரை அச்சின் நீளமானால் , சம தளம் கூம்பைத் தொட 
வேண்டும் . அதற்கான நிபந்தனை, 
12 

m ? 
+ 
ka br ? - k ? 

+ cr ? -ks 

... (3 ) 
சமதளம் , கூம்பைத்தொடும் நேர்கோட்டின் சமன்பாடு , 

y 
X 

என்றால் , 

Y 
A ( ar ) + (br 3 - k ) Y ( cr * k ! 

( 4 ) 
என்றாகும் . 


X ) 


Z 


- 


... 


m 


1 


8.1 . பகுதியிலுள்ள ( 3 ) , ( 4 ) சமன்பாடுகளுடன் ஒப்பிட்டால் , 
அரை அச்சுகளின் நீளங்கள் k மடங்கு பெரிதாகின்றன . 


பயிற்சி 60 


p? 


1 . 


53 


c2 


என்ற நீள் வட்டக்கோளத்தின் மேல் 


Z 


* + , 


+ 


C 


உண்டாக்கும் வெட்டுமுகத்தின் பரப்பைக் 


என்ற 

சமதளம் 
கண்டுபிடி . 
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2. ax + by + cz = 0 என்ற கூம்பின்மேல் , 1x + my + nz = p 
என்ற சமதளம் உண்டாக்கும் வெட்டு முகத்தின் அச்சுகளை 
கண்டுபிடி . 


22 


3 . 


= 1 என்ற நீள்வட்ட கோளத்தின் வெட்டு 
முகங்கள் ஒரே பரப்பளவு உள்ளவைகளாயின் , அவைகளின் 
மையங்களின் நிபமப்பாதை என்ன ? 


வட்ட வெட்டு முகங்கள் 


F = 0 என்ற இருபடி மேற்பரப்பின் 

சமன்பாட்டை 
S + kuv = 0 என்ற சமன்பாடாக மாற்றவும் . இங்கு S = 0 என்பது 
ஒரு கோளத்தின் சமன்பாடு u = 0 , y = 0 , இரண்டு சமதளங் 
களைக் குறிக்கின்றன . மேற்பரப்பு . சமதளங்கள் இவைகளின் 
பொதுப் புள்ளிகள் கோளத்தின்மேல் இருக்கின்றன . ஆதலின் 
இந்தச் சமதளங்கள் மேற்பரப்பின் உண்டாக்கும் வெட்டு 
முகங்கள் , வட்டங்களாகும் . 


8.3 . நீள்வட்ட கோளத்தின் வட்ட வெட்டு முகங்கள் 


* 


2 


நீள்வட்ட கோளத்தின் சமன்பாடு 


+ 


= 1 என்று 


கொள்க . 


இந்தச் சமன்பாட்டைக் கீழ்கண்ட மாதிரியில் எழுதலாம். 


* + y + z - 1 + y " ( H - 1 ) + ( H - H ) = 0 
= +y + =" - 1+ x (1- 1 ) + = " ( 1- 1 ) -0 
++ 7 + : - 14 x ( -1 ) +y (1-1) - 


எனவே, 


( - 1 ) +2 (1-4) -0 


+2 ? 


1 
52 
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* 2 


( 1 - 1) + 


1 
+ y2 

b2 c2 
என்ற சமதளங்கள் நீள்வட்ட.. கோளத்தை முறையே , a , b , c 
என்ற ஆரைகளையுடைய வட்டங்களில் வெட்டும் . a > b > c 
என்றால் , இரண்டாவது சமன்பாடு குறிக்கும் சமதளங்கள் நீள் 
வட்ட கோளத்தை மெய்யான வட்டவெட்டு முகங்களில் வெட்டும் . 
அவைகளின் தனித்தனி சமன்பாடுகள் , 


* va_b ? = = vbe - c3 = 0 


as --- 52 + 

C 


= Pl 


என்ற சமதளங்களும் வட்ட முகங்களைக் கொடுக்கும் . 


8.31. அதி பரவளைவின் வட்ட வெட்டு முகங்கள் 

அதி பரவளைவுகளின் சமன்பாடுகள் 


22 


- 


= 1 ( 1 ) 


= 1 . ( 2) 


( 


b2 


y2 
a 

+ 
என்று கொள்க . 


இங்கும் a > b > c என்றால் , 


Va_H4 va + c = 0 
* va + 5 + vs_ci = 0 


என்ற சமதளங்கள் முறையே ( 1 ) , ( 2) என்ற மேற்பரப்புகளின் 
மெய்யான வட்டவெட்டு முகங்களாகும் . 


பயிற்சி 61 
1. x2 + 2y + -6z ? = 8 என்ற நீள்வட்ட கோளத்தின் சமதள 
மான வட்ட வெட்டு முகங்களைக் கண்டுபிடி . 


2. x - 3y3 - 12z3 + 75 = 0 என்ற அதிபரவளைவை 
2x + 3z - 5 = 0 , 2x - 3z + 7 = 0 என்ற சமதளங்கள் வட்டங்களில் 
வெட்டுமென்று காண்பி . 


சமதள 

வெட்டுமுகங்களின் அச்சுகள் 
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3. k " > a + c என்றால் , 


* + -1 என்ற அதி 
* Va + 5 + 3 > 52_c3 = k என்ற 


பர வளைவை 

சமதளம் 
வெட்டும் வெட்டு முகங்கள் , மெய்யானவை என்று நிரூபி , 


8.32 . மைய இருபடி மேற்பரப்பின் வட்டவெட்டு முகங்கள் : 
மேற்பரப்பின் சமன்பாடு 

f ( x , y, z } = ax + by + cz + 2fyz + 2gzx + 2hxy = 1 
எனக்கொள்க, இதை 
f ( x, y, z ) - k ( x + y + z ) + k[ x + y + z 


= 0 என 


k 


எழுதலாம் . 


எனவே, f {x , y , z ) - k ( x + ye + z ) - ( A ) = 0 என்பது 
இரு சமதளங்களைக் குறிக்குமேயானால், இந்தச் சமதளங்கள் 
மேற்பரப்பை வட்டங்களின் வெட்டும் . 


( A) சமன்பாடு இருசமதளங்களை குறிப்பதற்கான நிபந்தனை , 

a - k h g i 
h 

-k ff = 0 என்று ஆகும் . 


g 


( -k 


பயிற்சி 62 


1. 3x + 5y : + 3z + 2xz = 4 என்ற மேற்பரப்பின் மெய் 
யான வட்டவெட்டு முகங்களைக் கண்டுபிடி , 


2. 6x2 + 13y3 + 6z ? - 10yz + 4zx - 10xg = 1 என்ற மேற்பரப் 
பின் மெய்யான வட்ட வெட்டு முகங்களைக் கண்டுபிடி . 

b 
3. yz 

+ zn | + + xy c 
என்ற இருபடி மேற்பரப்பின் மெய்யான 

வட்ட வெட்டு 
முகங்களை கண்டுபிடி . 
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8.4. அம்பிளிக்குகள் ( Umblics ) 

ஒரு இருபடி மேற்பரப்பின்மேல் - இணை சமதளங்கள் 
ஏற்படுத்தும் வெட்டு முகங்களின் மையப் புள்ளிகள் மேற் 
பரப்பின் ஒரு விட்டத்தின்மேல் அமையும் . இந்த விட்டம் மேற் 
பரப்பை வெட்டும் இரு புள்ளிகளின் வரையப்படும் தொடு 
தளங்கள் மேலே கொடுக்கப்பட்ட சம தளங்களுக்கு 

ணையாக. 
இருக்கும் . 


ஆனால் , இந்த சமதளங்கள் மேற்பரப்பின்மேல் வட்டவெட்டு 
முகங்களை உண்டாக்கினால் , வட்டங்களின் மையப் புள்ளிகளின் 
நியமப்பாதையான ஒரு விட்டத்தின் இரு எல்லைகளிலும் வரையப் 
படும் தொடு தளங்கள் மேற்பரப்பை வெட்டும் தொடு புள்ளிகள் , 
மேற்கண்ட வட்டங்களின் எல்லைகளாகும் . அந்த புள்ளிகளை 
ஆரையையுடைய வட்டங்கள் எனலாம் . 

அவைகளை 
அம்பிளிக்குகள் ( umablies ) என்கிறோம் . 


8.41 நீள்வட்டக் கோளத்தின் அம்பிளிக்குகளைக் கண்டுபிடிக்க. 

P என்ற அம்பிளிக்கின் அச்சுதூரங்கள் ( 2 , , z ) என்றால் , 
OP- ன் விட்ட சமதளம் ( Dianetral plane) ஒரு வட்டவெட்டு 
முகத்தை உண்டாக்கும் . 

எனவே , 


* + * 


ΖΣ 


= 0 


d 


0 


Va? -b + cv c2 - 3 = 0 என்ற 
சமன்பாடுகள் ஒரு சமதளத்தையே குறிக்கின்றன . ஆகையால் 
< / a 

b 
Va2-12 

+ v b2 -c2 
= V ¢ 3/a + 2/bz2 /c 

+1 
aº -c2 

a ? -c ? 
avaa - b2 
எனவே = + 

Vaa - c2 
t = 0 

cyba - c2 


1 


சமதளவெட்டுமுகங்களின் அச்சுகள் 
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இவைகள் நான்கு அம்பிளிக்குகளின் அச்சு தூரங்களைக் கொடுக் 
கின்றன . 

* - * - * -1 என்ற 
இரு தகடு கன அதிபர வளைவின் அம்பிளிக்குகள் மெய்யானவை , 
அவைகளின் அச்சு தூரங்கள் 

ava + 2 

a + c 
cVar 


என்று ஆகின்றன . 


+ 


பயிற்சி 63 
1 . 

= 1 என்ற 
நீள் வட்டக்கோளத்தின் அம்பிளிக்குகள் x + y^ + z = a_be + c " 
என்ற கோளத்தின்மேல் இருக்குமென நிரூபி . 

+ 2 
a + b 

= 1 என்ற 
மேற்பரப்பின் அம்பிளிக்குகளைக் கண்டுபிடி . 


2 . 


பயிற்சி கணக்குகள் 
1. Y. Y ,, Y, என்ற நீளங்களையுடைய ஒன்றுக்கொன்று 
செங்குத்தான மூன்று அரை விட்டங்களின் விட்ட சமதளங்கள் 


= 1 என்ற 
மீள் வட்ட கோளத்தின்மேல் ஏற்படுத்தும் வெட்டு முகங்களின் 
பரப்புகள் முறையே A ,, A3 , A ; என்றால் , 
A , A , 

+ 

YY , 
bc 

are 


A82 


P 


என்று காண்பி, 
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n 


Z 


2 . 

y 

என்ற நேர் 

m n 
கோட்டின் வழியாகச் செல்லும் சமதளங்கள் 
n 

z ? 
+ 


+ 


-என்ற நீள் வட்ட கோளத்தின்மேல் ஏற்படுத்தும் வெட்டு மூகங் 

7 abc 
--களின் பரப்புகளில் அதிகமானது என்றும் குறைந்தது 

Y 
" Tabc 

என்றும் நிரூபி [ Y , Y , என்பவை , 
Y , 

in my nz 
+ 

= 0 


+ 


a 


C 


என்ற சமதளம் உண்டாக்கும் வெட்டு முகங்களின் அரை 
அச்சுகளாகும்] 


3. a > b > c என்றால் an + by + cz2 = 0 என்ற கூம்பின் 
விட்ட வெட்டு முகங்கள் 

xha - b # zvb - c = p என்று காண்பி . 


4 . 


y 


72 


= 1 என்ற 


al 


நீள்வட்ட கோளத்தின் வட்ட வெட்டு முகங்களிலுள்ள புள்ளி 
களில் வரையப்படும் செங்குத்துக்கோடுகள் ( Nounals ) , வெட்டு 
முகத்துடன் Cos - 1 

Iva - z3 + c2 

என்ற கோணத்தை உண் 
டாக்கும் சமதளத்திற்கு இணையாகுமென்று நிரூபி . 


ac 


5 . 


+ 


y ? 
53 


+ 


72 
c2 


* 1 என்ற 


a2 


நீள் விட்டக் கோளத்தின் மைய வெட்டு முகங்களின் அச்சுகள் 
Y , Y என்றும் , இந்த முகங்களுக்கும் மேற்பரப்பின் வட்ட 
வெட்டு முகங்களுக்கும் இடையே யுள்ள கோணங்கள் 41,0 , 
என்றும் அமைந்தால் , 
arca 

1 
sin e1 sin 03 = 
என்று நிரூபி . 
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2 


Z 


6 , 

+ 

= என்ற 
நீள் வட்ட கோளத்தின் ஒரு மைய வெட்டு முகத்தின் பரப்பு மாறி 
லியாகிறது . அதன் அச்சுகள் 

ce - a 
Σ 

= 0 
y 

52 
என்ற கூம்பின்மேல் அமையுமென்று காண்பி. 

[ இங்கு p என்பது , வெட்டு முகத்திற்கு இணையாகவுள்ள 
தொடுதளம் , மேற்பரப்பின் மையப் புள்ளியிலிருந்துள்ள தூர 
மாகும் ). 


c2 | 


2 ) 


கலைச் சொற்கள் 


A 


Angle 

-Semi vertical 


-கோணம் 
- அரை உச்சிக் கோணம் 


B 


Bisector 


- சமவெட்டி 
C 


Central conicoid 
-Centroid 
Chord 
Coaxial spheres 
• Coefficient of * 
Cofactor 
Coincident lines 
*Column 
Cone 

-Enveloping cone 
--Reciprocal cone 

--Right circular cone 
Conjugate line 
Conjugate plane 
Conjugate point 
Constant 
Coordinates 
Coordinate axis 
Curve 

-- Guiding curve 
Cylinder 

-Enveloping cylinder 
-Right circular cylinder 


-மைய இருபடி மேற்பரப்பு 
- திணிவு மையம் 
-நாண் 
- ஒரே தொடுதளக் கோளங்கள் 
--x- ன் குணகம் 
- இணைக் காரணி 
-பொருந்தும் நேர்கோடுகள் 
-- நிரல் 
- கூம்பு 
- அணைத்துக் கொள்ளும் கூம்ப 
- தலைகீழ்க் கூம்பு 
-நேர் வட்டக் கூம்பு 
- இணையியக் கோடு 
- இணையியத் தளம் 
- இணையியப் புள்ளி 
-மாறிலி 
-அச்சுதூரங்கள் 
--நிலை அச்சு 
- வளை கோடு 
-உதவி வளைகோடு 
-உருளை 
- அணைத்துச் கொள்ளும் உருகா 
--நேர்வட்ட 2 ருளை 
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D 


Determinant 
Direction cosine 
Direction ratio 
Director sphere 


--அணிக்கோவை 
-- தீசைக் கொசைன் 
- திசை விகிதம் 
- குத்துத் தொடு கோட்டுக் 

கோளம் 
-தூரச் சமன்பாடு 


Distance Equation 


Edge 
Ellipse - 
Ellipsoid 
Equation 


--விளிம்பு 
-நீள் வட்டம் 
--நீள் வட்டக் கோளம் 
- சமன்பாடு 


F 


Foot 


-அடி 


Generate 
Genere tors 
Great circle 


G 
- பிறப்பாக்கும் 
--பிறப்பாக்கிகள் 
- பெரு வட்டம் 


H 


Homogeneous 
Hyperbol 

-Rectangular hyperbola 
Hyperboloid of one shcet 
Hyperboloid of two sheet 


Identical 
Imaginary 
Intercept 
Invariant 


--சமப்படித்தானம் 
-அதிபர வளைவு 
--செவ்வக அதிபர வளைவு 
- ஒரு தகடு கன அதிபர வளைவு 
-இரு தகடு கன அதிபர வளைவு 
I 
--சர்வ சமம் 
--மெய்யிலா 
--வெட்டுத் துண்டு 
- மாற்றமிலி 
L 
-லகாரன்ஸின் சர்வசமம் 
- எல்லைப் புள்ளிகள் 
--நியமப்பாதை 
N 


Langarange s Identity 
Limiting points 
Iocus 


Negative 
Normal 


--குறை 
- செங்குத்துக்கோடு 
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Octant 
Origin 


-அரைக் காற்சோளம் 
-ஆதி 


P 


--பர வளைவு 
-இணை 
இணைகரத்தின் திண்மம் 
-சாரா மாறி 


Parabola 
Parallel 
Parallelopiped 
Parameter 
Plane 

--Tangent 
Plane of contact 
Point of contact 
Pole 
Polar line 
Polar planc 
Positive 
Power of a point 
Principal planc 
Projection 


- தொடு தளம் 
--தொடு நாண் தளம் 
--தொடு புள்ளி 
- இசைப் புள்ளி 
- இசைக் கோடு 
- இசைத் தளம் 
--மிகை 
--ஒரு புள்ளியின் திறன் 
-தலையாய தளம் 
-- வீச்சு 


R 


Radius 
Radical line 
Radical plane 
Radical point 
Row 


-ஆரை 
-- சமத்தொடு கோடு 
--சமத்தொடு வரைத் தளம் 
- சமத்தொடு புள்ளி 
--நிரை 
S 
--வெட்டுமுகம் 
வெளி 
- முப்பரிமாண வெளி 
- வெளிவரை 
-கோளம் 
- மேற்பரப்பு 
- சமச்சீர் 


Section 
Space 

-Three dimensional 
--Curve 
Sphere 
Surface 
Symmetry 


T 


Tangent line 
Tangent plane 
Tetrahedron 


தொடுகோடு 
தாடு தளம். 


-- நான்முகி 


V 


- மாறி 


Variable 
Vertex 


-உச்சி | 


... 


*1.A 


.. 


கல்லூரிநூல்வெளியீட்டுஇயக்குநரகம் 

சென்னை 

1970ஜனவரிவரைவெளியிட்டுள்ளநூல்கள் பொருளாதாரம் *1.பொருளாதாரம்-1 

சி,வேலாயுதம் --II *2.சோவியத்பொருளாதாரவளர்ச்சி 

டாக்டர்எம்.ஜே.கே.தவராஜ் *3.அமெரிக்கப்பொருளாதாரம் *4.பொருளாதாரச்சிந்தனைவரலாறு 

சோணாசலம் *5.பன்னாட்டுவாணிபம் 

மு.ஆரோக்கியசாமி 6.புதுமைப்பொருளாதாரக்கூறுகள் 

திருமதிஆர்.தாமரஜாட்சி 7.பொருளாதாரம்-ஓர்அறிமுகம்-1 

தி.சி.மோகன் 8. 

--II 

எம்.ஏ.அபூர்வசாமி,பி.வி.ஸ்ரீநிவாசன் 9.பொருளாதாரக்கோட்பாடுவளர்ந்தவரலாறு... க.முத்தையன் 10.பணவியலும்பாங்கியலும்-1 

"..சி.வேலாயுதம் *11. 

II *12.நவீனபாங்குஇயல் 

க.வெற்றிவேல் *13.இந்தியச்செலவாணியும்பாங்குமுறையும்பி.வி.ஸ்ரீநிவாசன் 

*மூலநூல்(Originalbook) 
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பொருளாதாரம்(தொடர்ச்சி) *14.அரசாங்கநிதிஇயல் 

அர.சேஷாசலம் 15.இந்தியப்பொருளியல்-1 

எம்.பாலசுப்பிரமணியன் It 

எம்.லூர்துநாதன் 17.நமதுபொருளாதாரப்பிரச்சினை-1 

சி.சுந்தரராஜன் 18.. 

II 
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மு.க.சுப்பிரமணியம் 23. 

II 

பி.வி,சீனிவாசன் 24. 

III 25.அரசாங்கநிதியியலின்பொருளாதாரம்-1மா.குமாரசாமி 26. 

அர.சேஷாசலம் 27.இந்தியாவின்பொருளாதாரவளர்ச்சி-1 

...தே.வேலப்பன் 28. 

IIஜி.சிதம்பரம் 29.பணம்-சிறுவிளக்கம் 

கோ.இராதாகிருஷ்ணன் 30.வணிகஇயலின்தத்துவங்கள் 

கு.ஆளுடையபிள்ளை 31.பத்தொன்பதாம்நூற்றாண்டில்கிரேட் 

பிரிட்டனில்தொழில்--வாணிகப்புரட்சி சூ.ரா.கருப்பண்ணன் 32.பென்ஹாம்பொருளாதாரம்-1 

ஏ.குழந்தை 33. 

II 

எஸ்.குழந்தைநாதன் 34,வரவுசெலவுத்திட்டம் 
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க,வெற்றிவேல் 


35.பன்னாட்டுப்பொருளாதாரம்-1 36. 

II 37.பொருளாதாரஆய்வுநூல்-1 38. 

IL 39.வரர்ச்சியுறாதநாடுகளின்அரசாங்கநிதியியல் 40.வளர்ச்சிகுறைந்தநாடுகளின்முதலாக்கம் 
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தி.வேங்கடகிருஷ்ணய்யங்கார் 


325 800 250 900 450 


கூட்டுறவு 166.உலகக்கூட்டுறவுஇயக்கம் சட்டம் *167.குற்றவியல்சட்டம் 
பொதுநூல்கள் 
168.மகாத்மாகாந்தி 
169.விவசாயப்புரட்சி 
*170.)சேமக்கைநூல் *171முற்காலச்சோழர்கலையும்சிற்பமும் 
*172.உணவும்ஊட்டமும் புகுமுக(P.U.C.)வகுப்புகளுக்குரியவை 
*173/உலகவரலாறு 
*174. 

பொருளாதாரம் 
*175.வணிகவியலுக்குஓர்அறிமுகம்-1 *.76. 

II *177.பௌதிகம் 
*178புகுமுகபௌதிகம் 
*179.புகுமுகவகுப்புக்கணிதம்-1 
*180. 

II 
181)புகுமுகவகுப்புக்கணிதநூல்-1 *182. 

II *183. 

கணிதம் 
+184. 

II 


... 


டி.ஆர்.இராமச்சந்திரன் ஜி.சிதம்பரம் கு.ஆளுடையபிள்ளை 


400 275 


12 


250 


... 


225 


2 


கணிதம் 
- 
ஓர் 
அறிமுகம்- 


...டாக்டர்பி.திருஞானசம்பந்தம், 

ஆர்.நாகராஜன் 

டாக்டர்எம்.ஏ.தங்கராஜ் 
...கே.ராஜகோபாலன் 

கே.இராஜகோபாலன் 
...டி.கோவிந்தராஜன்,முத்துசாமி 

ஆர்.மகாதேவன் 
1.பி,டி,முனியப்பா,ஆர்.முத்துலட்சுமி 


750 575 
700 300 700 4 50 475 325 700 


... 


. 


1185.வேதியியல் 


.4 


*186.புகுமுகவேதியியல் 
187.விலங்கியல் 
*188. 

புகுமுகவிலங்கியல் *189.புகுமுகவகுப்புத்தாவரவியல் 


சி.ஏ.பத்மநாபன் எஸ்,ஆப்ரகாம் பெ.மா.அண்ணாமலை 
எஸ்.சுந்தரம் 


550 400 725 450 


01. 


. 


625 525 


... 


450 400 


.. 


300* 


... 


23 


450 


475 


பட்டப்படிப்புக்குரிய(B.Sc.)நூல்கள் பௌதிகம்(Physics) 190.எந்திரவியல்-சிறப்புப்பாடம்(BookI) ஆர்.நாகராசன் *191.வெப்பவியல்-சிறப்புப்பாடம் 

கே. நாச்சிமுத்து *192.செய்முறைபௌதிகம்-சிறப்புப்பாடம்டி.கமலக்கண்ணன், 

(BookI) 

எஸ்.கிருட்டிணசாமி *193.பௌதிகம்-துணைப்பாடம்-1(Book1)பி.தங்கராஜன் 
*194, 

(BookII) *195.செய்முறைபௌதிகம்-துணைப்பாடம்கே.பாசுகரன்,இரா.செயராம் *196.மின்னியல்காந்தவியல்(BookI) 

டி.ஏ.கருப்பண்ணன் *197.ஒளியியல்சிறப்புப்பாடம் 

டாக்டர்வி,சுண்முகசுந்தரம், 

டாக்டர்ஆர்.சபேசன் வேதியியல்(Chemistry) *198.செய்முறைக்கனிமவேதியியல் 

சிறப்புப்பாடம் 

...டி.இராமலிங்கம் *199.பௌதிகவேதியியல்(Book[) 

டி.சக்திவேலு *200,கனிமவேதியியல்-துணைப்பாடம் 

சி.ஏ.பத்மநாபன் *201,கனிமவேதியியல்(BookI) 

பி.டி.முனியப்பா 
*202. 

பொதுபௌதிகவேதியியல்-துணைப்பாடம் ஆர்.துளசிதாஸ் *மூலநூல்(OriginalBook) 
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225 400 

50 400 475 


ந.பை. 


425 200 550 3 25 
600 500 
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50 


... 


13 


கணிதம்(Mathematics) 
*203.இயற்கணிதம்-சிறப்புப்பாடம்(Book1)டி.கோவிந்தராஜன்,கே.முத்துசாமி *204. 

தொகுமுறைவரைகணிதம்-சிறப்புப்பாடம்ஆர்.மகாதேவன் *205.எண்சார்கணிதம்-சிறப்புப்பாடம் 

எம்.எம்.இராமசாமி 
1206.திரிகோணகணிதம்--சிறப்புப்பாடம்வி.அரங்கநாதன் 
*207.கணிதம்--துணைப்பாடம் 

ஆர்.அனுமந்தராவ் 
*208.நிலையியல்-சிறப்புப்பாடம் 

கே.இராஜகோபாலன் 
புள்ளியியல்(Statistics) 
*209.புள்ளியியல்-துணைப்பாடம் 

எஸ்.கருப்பையா 
விலங்கியல்(Zoology) 
*210.முதுகெலும்பற்றவை-I-சிறப்புப்பாடம் ஆர்.முருகேசன் 
*211. 

II-சிறப்புப்பாடம்திருமதிஎஸ்.கே,வள்ளி *212.முதுகுநாணுள்ளவை-1-சிறப்புப்பாடம் 

(Book1)திருமதிராணிகந்தசாமி 
*213. 

{Book11)... 
*214.முதுகுத்தண்டுள்ளவை-II-சிறப்புப்பாடம்...திருமதிகிருஷ்ணவேணி நாராயணன் 
*215.முதுகெலும்பற்றவை-துணைப்பாடம் 

என்.ராமலிங்கம் 
*216. 

முதுகுநாணுள்ளவைதுணைப்பாடம் தாவரவியல்(Botany) *217.தாவரவெளிஉள்ளமைப்பியல்களும் 

வகைப்பாட்டியலும்-சிறப்புப்பாடம் கே.ராஜசேகரன் 
*218.தாவரப்புறஅமைப்பியல் 

கே.பாலசந்திரகணேசன்*219. தாவரஉள்ளமைப்பியல் 

டாக்டர்ஏ.கோவிந்தராஜுலு 
*மூலநூல்(OriginalBook) 
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கல்லூரி நூல் வெளியீட்டு இயக்குநரகம் 
தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் 

பட்டப்படிப்பு 

அறிவியல் பாடநூல்கள் - 1970 
1. சூழ்நிலையியல் - உடற் 
செயலியல் 

திரு டி . ஆர். கிருஷ்ணன் 
2. அறிமுறை வேதியியல் திரு ஓ . ஆர். சூரியநாராயணன் 
3. பொது பௌதிகம் 

திரு க . ப. கந்தசாமி , 

மு . தியாகசுந்தரம் 
4. வெக்டர் கணிதமும் அதன் 
பயன்பாடுகளும் 

திரு ஆர் . மகாதேவன் 
5. தாவரச் சூழ்நிலையியல் , 

மரபியல் , உயிர் மரூஉ 
இயல் , இயங்கியல் 
துணைப்பாடம் 

டாக்டர் கு . பெரியசாமி 
6. பௌதிகம்- துணைப்பாடம் 
பகுதி -2 

திரு கா . வே . சுப்பிரமணியன் 
-7 . இன்றைய பௌதிகம் டாக்டர் எம் . ஏ . தங்கராஜ் 
8. ஒலி நூல் 

திரு டி . முருகையன் 
9. கணிதம்- துணைப்பாடம் 
பகுதி -2 

திரு ஆர். அய்யாசாமி 
10. முப்பரிமாணப் பகுமுறை 
வடிவ கணிதம் 

திரு க . சிவசுப்பிரமணியம் 
11. தாவரவியல் - துணைப்பாடம் திரு பா . இராசாராம் 
12 , செல்லியல் 

திரு என் . இராமலிங்கம் 
13. மரபியல் 

திரு பி . எம் . அண்ணாமலை 
14. தாவரங்களின் வாழ்க்கை திரு எஸ் . சுந்தரம் 
15. அங்கக வேதியியல் - 
துணைப்பாடம் 

திரு பி . எல் . இராம்சாமி 
16 செய்முறைக் கரிம 
வேதியியல் 

டாக்டர் என் . ஆறுமுகம் 
17. முது கெலும்பிகளது 

திரு . எஸ் . ஆபிரகாம் 


கருவியல் 


வை அடக்கவிலை வெளியீடுகள் - கழிவு இல்லை - 


